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Abstract

Im Folgenden wird ein alternativer Ansatz fiir Routing unter Verwendung statistischer
Methoden entworfen und eine Evaluation beschrieben. Dabei wird auf die Frage ein-
gegangen, wie man Routing verdndern muss, um nicht nach der Strecke oder der Zeit,
sondern nach Energieverbrauch oder jedem anderen stochastischem Prozess optimieren
zu konnen. Um dies zu tun, wird ein stochastische Modell vorgestellt, welches sich am
Besten fiir die Aufgabe eignet ein Algorithmus, der das Routing mit diesem Modell er-

laubt, entworfen.

In diesem Rahmen wird zu dem Ergebnis gekommen, dass die Reprdsentation der ein-
zelnen Kantengewichte durch diskrete Werte alle Anforderungen erfiillt. Mit dem hier
vorgestellten Modell ist es moglich, mit einem verniinftigen Zeitaufwand ein Routing zu

implementieren, welches nach dem Akkustand optimieren kann und maximal flexibel ist.
Ein offensichtliches Einsatzgebiet ist in Navigationssoftware, der Algorithmus ist jedoch

in vielen weiteren Gebieten einsetzbar, in denen es darum geht, stochastisch abhidngige

Graphen zu untersuchen. Dies ist zum Beispiel in der Verkehrsplanung der Fall.

1ii






Erklarung

Ich versichere an Eides statt, die vorliegende Arbeit selbststindig und nur unter Benut-

zung der angegebenen Hilfsmittel angefertigt zu haben.

Liibeck, 4. Juni 2015






Inhaltsverzeichnis

(1.1 Fragestellung| . . ... ... ... .. ... . ... . ... . . . ..

(1.4 Ausgangssituation] . . ... .. ... ... .. ... ... . 0L

(1.5  Problembeschreibung(. . . . . ... ... ..... ... ... ... .....
(1.6 Zielmeiner Arbeitl. . . . . . ... ... ... L o

Losungsweg|

[2.2  Verteilungstunktion und Wahrscheinlichkeitsfunktionf. . . . . . .. ... ..

2.3 Anforderungen an eine stochastische Kostenfunktion| . . . . . ... ... ..

2.3.1 Faltung von Verteilungen| . . . . ... ... ... ... ..... .. ...

24 Artenvon Verteilungen|. . . . . ... ... ... oo oo o0 L

2.4.1 Alpha-stabile Verteilungen| . . . ... ... ... ... ... . ... .
2.5 Diskrete Verteilungen|. . . . . . ... ... .. o o o 0oL

2.5.2  Beschreibungskomplexitat|. . . . . ... ............. .. ...

253 Beispiell. . . ... ...

Ergebnisse|

3.1 Vergleichskriterien| . . . .. ... .. ... ..... .. ... .. ... .. ...
B.1.1 VergleichderForm|. .. ... ... ... ... ... ..........

3.1.2  Vergleich der mathematischen Eigenschaften|. . . . . . ... ... ..

11
12
12
12
18
19
19
20

23
23
23
25

vii



Inhaltsverzeichnis

4 Losung 27
.1 Spezifikation|. . . . ... ... L o 27
4.1.1 Reichweitenoptimierung| . . ... ... ... ... ........... 27

.12 Fahrzeitminimierung|. . . . . ... ... ... ... ........... 27

4.2 Algorithmische Komplexatat). . . . .. ... ... ... ... ... ...... 28
421 Summenformel . ... ... ... oo 28

@422 MitNutzungder FFT| . .. ... .. ... .. ... .. .......... 29

[0 Schlussfolgerung| 31
b1 Evaluation| . . .. ... ... 31
p.1.1  Versuchsaufbau fiir eine mogliche Evaluation| . . .. ... ... ... 31

B2 Vorfeilel . . .. ... ... 32
p.2.1 Modellbildung| . . ... ... ... ... ... .. . 00 0. 32

022 Adaption|. . . . .. ... 32

.2.3  Echtzeitfahigkeitl . . .. .. ... ... .. ... .. .. 0 000, 33

B3 Nachteilel . . ... ... ... 33
.3.1 Rundungsfehler|. . . . . ... ... ... ... ... .. ... ... 33

.3.2  Mathematische Eleganz . . . . ... ... ... ... ... .. .. .. .. 33

viii



1 Einleitung

Navigationsgeréte sind aus unserem Alltag nicht mehr wegzudenken. Sie konnen uns die
kiirzeste oder die schnellste Route zwischen zwei Punkten berechnen. Der Algorithmus
fiir diese Berechnung ist in beiden Féllen der gleiche: die Strecke zwischen zwei Punk-
ten lasst sich als Skalar darstellen und je nachdem, ob wir die Dauer der Fahrt oder die
Distanz betrachten, konnen wir nun den kiirzesten Weg durch den erzeugten Graphen
berechnen. Hierfiir kommt zumeist eine optimierte Variante von Dijkstras Algorithmus

zum Einsatz.

Auf den ersten Blick scheint dieses Modell gute Ergebnisse zu liefern. Es gibt jedoch Pha-

nomene, die sich damit nicht abbilden und somit nicht berechnen lassen. Ein Beispiel:

Angenommen, wir haben eine Strecke, die mit einer Wahrscheinlichkeit von fiinfzig
Prozent in einer Minute geschafft werden kann, und mit einer Wahrscheinlichkeit von
fiinfzig Prozent 99 Minuten dauert. Dies ergibt einen Erwartungswert von 50 Minuten.
Dieser Wert ist ein Skalar, der sich als Parameter fiir die Berechnung eignet, er gibt jedoch
niemals die Realitit wieder. Problematisch kann das werden, wenn wir ein Elektrofahr-

zeug mit einer beschrankten Reichweite betrachten.

Autohersteller haben bereits damit begonnen, nach geeigneten Losungen zu suchen. So
ist im neuen BMW i3 ein Navigationsgerit verbaut, welches unter dem Namen BMW i
Navigation lauft und einen Reichweitenassistenten bietet. Auch von Pioneer, dem Japani-
schen Elektronikkonzern, wurde ein vergleichbares Produkt prasentiert, welches bisher

(Stand April 2015) allerdings nur in Japan vertrieben wird.

Welche Algorithmen hinter den jeweiligen System stehen, ist nicht bekannt. Da es im



1 Einleitung

Gegensatz zum klassischen Routing, welches in traditionellen Navigationsgerdten zum
Einsatz kommt, keinen gdngigen Algorithmus gibt, mochte ich in meiner Arbeit untersu-

chen, welche Datenstrukturen und Algorithmen sich dafiir eignen.

Das Routing mit Graphen, in denen die Kanten die Entfernung oder die benétigte Zeit,
die Zwischen zwei Knoten liegt, beschreiben, ist bereits vielfach in der Fachliteratur be-
schrieben worden. Ein Verfahren, welches die Wahrscheinlichkeit maximiert, mit der man
vom Start eines Graphen zu dem Ziel gelangt oder welches die kiirzeste Strecke mit einer
Erreichenswahrscheinlichkeit von iiber 99 Prozent ermittelt, gibt es nur mit Einschrén-
kungen. Auflerdem sind diese Verfahren oft an eine bestimmte Domé&ne gebunden und
nicht allgemein genug, um damit generelles stochastisches Routing betreiben zu kénnen.
Im Verlauf meiner Arbeit werde ich zeigen, dass diese Einschrankungen durch die ge-
schickte Wahl eines Modells umgangen werden konnen. Dies ermdoglicht die Entwicklung
eines Algorithmus, welcher so allgemein ist, dass er fiir eine Vielzahl von Problemen an-

wendbar ist.

1.1 Fragestellung

Wie man leicht erkennt, ist das Thema nicht klar eingegrenzt und besitzt zu viele Aspekte,
um diese alle in einer Bachelorarbeit abdecken zu konnen. Daher werde ich in dieser Ar-
beit nicht ndher darauf eingehen, wie man den Akkuverbrauch einer Strecke modellieren
oder die Stauwahrscheinlichkeiten dieser beschreiben kann. Ich méchte mich darauf kon-
zentrieren, ein Modell zu finden, welches eine allgemeingiiltige Beschreibung aller dieser
Anwendungsgebiete ermoglicht. Dabei mochte ich allerdings darauf achten, dass sich
dieses auch in der Praxis bewéhrt und aufzeigen, wie eine mogliche Implementierung

aussehen und evaluiert werden kann.

Zu dem Thema gehort auch die Fragestellung, wie ein Routing mit so einem Modell aus-
sieht und welche Vergleichskriterien fiir stochastische Beschreibungen sinnvoll sind. Ich

mochte aufzeigen, welche Moglichkeiten es hier gibt da verschiedene Anwendungen ver-



1.2 Begriffsabgrenzung

schiedene Ansitze bendtigen. So ist ein energieverbrauch-optimierendes Routing eher an
dem 99%-Quartil interessiert, wiahrend ein stau-minimierendes Routing eher die Durch-
schnittszeit betrachten wird. Ich habe es mir zum Ziel gesetzt, die nétigen Anpassungen
meines Verfahrens zu beschreiben, aber nicht fiir jedes Anwendungsgebiet die passende
Speziallosung zu finden. Exemplarisch werde ich dafiir die genannten Routing-Verfahren

beleuchten.

1.2 Begriffsabgrenzung

In der Fachliteratur ([Chawla and Roughgarden, 2006]) ist der Begriff ,stochastic rou-
ting“oft etwas anders definiert als in meiner Arbeit. In vielen Arbeiten ist darunter das
Routing zu verstehen, welches fiir jede Strecke in einem Netz eine Wahrscheinlichkeit
verkniipft, mit der diese iiberhaupt zwei Knoten verbindet. Die Fragestellung dhnelt mei-
ner zwar dahin gehend, dass ebenfalls eine Wahrscheinlichkeit maximiert werden soll, sie

unterscheidet sich aber grundsétzlich in der mathematischen Beschreibung und Losung.

1.3 Wissensstand

Es gibt bereits Arbeiten, die sich mit diesem oder einem dhnlichen Thema beschéftigen.
Ein Paper aus 2011 ([Berger et al., 2011]]) nutzt stochastisches Routing mit diskreten Ver-
teilungen, um Verspatungen der Deutschen Bahn vorherzusagen. Die dort verwendete

Methode kommt meiner am nichsten.

Ich bin der Meinung, dass das Verwendete Modell in vielen Arbeiten durch die Wahl der
Wahrscheinlichkeitsverteilung einige Probleme aufweisen, die ich mit dem von mir vor-
geschlagenen Algorithmus zu losen versuche. Diese Probleme entstehen durch die Wahl
einer kontinuierlichen Verteilung, was ich in dem Kapitel Losungsweg genauer beleuchten

werde.



1 Einleitung

Abbildung 1.1: Beispielgraph

1.4 Ausgangssituation

In diesem Abschnitt mochte ich meine Fragestellung erldutern und skizzieren, wie eine

Losung aussehen kann. Meine Fragestellung lautet:

Wie kann man den Weg durch einen Graphen finden, welcher wahrscheinlich die nied-
rigsten Kosten hat?

Dies mochte ich an einem Beispiel(1.1) verdeutlichen:

Um von dem Knoten P; zum Ziel P; zu kommen, konnen wir entweder direkt (iiber die
Kante S3) oder iiber den Knoten P, und damit iiber die Kanten S; und S, gelangen. Ich
habe mich damit beschiftigt, welche Beschreibungen von Kanten dafiir geeignet sind und
wie es sich tiberpriifen ldsst, ob S3 oder S; verkniipft mit Sy mit grofierer Wahrscheinlich-

keit ans Ziel fithrt oder durchschnittlich kiirzer ist.

S1, S2 und S3 sind dabei als Zufallsvariable definiert. Im Gegensatz zu dem bekann-
ten Routing, bei dem Kanten einen festen Wert (zum Beispiel benotigte Zeit oder als
Entfernung) zugewiesen bekommen, konnen beim stochastischen Routing die Kanten
immer andere Werte annehmen. Diese Werte, die einer Kante zugewiesen werden kon-
nen, sind nicht gleichmaflig verteilt. Unterschiedlichen Werten werden unterschiedliche

Wahrscheinlichkeiten zugewiesen.

1.5 Problembeschreibung

Formell stellt sich das Problem wie folgt dar:



1.5 Problembeschreibung

Seien zwei Punkte P1 und P2 gegeben, die durch die Strecke S verbunden sind. fs ist nun
die Funktion, die jeder Moglichen Distanz, unabhidngig von dem gewdihlten Maf3, genau

einen Wert zuordnet. Dabei bezeichnet D den Definitionsbereich, tiblicherweise R.

fs:D—R

Hierbei ergeben sich die folgenden Einschrankungen: Da es sich um eine stochastische

Funktion handelt, muss gelten

/Df(a;)dx: 1

Betrachten wir nun zwei Strecken S1 und S2. Seien f und ¢ die zugehorigen Funktionen.
Wir suchen nun die Strecke S152. Diese Strecke ist die Verkniipfung zweier Funktionen.
Um eine Vergleichbarkeit und Stabilitdt zu garantieren, muss diese Funktion selbstdahnlich
sein, d.h. f verkniipft mit ¢ muss wieder eine Funktion mit den selben Einschrankungen
ergeben. Deshalb muss die Summe der Werte der entstanden Funktion ebenfalls 1 erge-

ben.

/D(f*g)z/Df-/Dg=1

Bei meinen Nachforschungen bin ich auf zwei weitere Eigenschaften gestoflen, die fiir
meinen speziellen Anwendungsfall erforderlich sind. Dies sind erstens die Moglichkeit,
die Definitionsmenge einzuschranken. Auflerdem ist es notwendig, einen endlichen Er-
wartungswert und endliche Varianz zu haben, da Zeitabschdtzungen fiir Funktionen mit

unendlich grofsem Erwartungswert nicht sinnvoll sind.



1 Einleitung
1.6 Ziel meiner Arbeit

Ich habe es mir zum Ziel gesetzt, eine geeignete Reprdsentation einer Wahrscheinlich-
keitsverteilung zu finden, die alle Einschrankungen erfiillt und sich fiir den praktischen
Einsatz in einer Navigationssoftware eignet. Aufierdem mochte ich ihre mathematische
Korrektheit und ihre Allgemeingiiltigkeit tiberpriifen. Dariiber hinaus mochte ich eine

einfache Implementierung entwerfen und meine Ergebnisse evaluieren.



2 Losungsweg

Im Folgenden mochte ich die Methoden beschreiben, die ich genutzt habe, um die mir

gestellte Aufgabe zu 16sen.

Als erstes habe ich damit begonnen, die Doméne meines Problems zu beschreiben. Da-
durch konnte ich die Kriterien ermitteln, die eine Losung aufweisen muss, um nach mei-
ner Definition korrekt zu sein. Auch mochte ich sicherstellen, dass ich alle Losungen be-
trachtet habe. Daher beginne ich damit, zu beschreiben, was ich unter Routing tiberhaupt

verstehe.

2.1 Routing

Routing als Oberbegriff sei wie folgt definiert:

Sei G ein Graph mit G = (V, E). Jetzt ordnen wir jeder Kante £ zwischen zwei Knoten V;
und V; eine Wahrscheinlichkeitsverteilung W (V;, V;) zu. Des Weiteren sei ein Startknoten
Vo und ein Zielknoten V;, gegeben. Wir suchen jetzt die Verkniipfungen der Kanten, die
Vo mit V;, verbindet und die minimale Verteilung W (Vp, ..., V},) besitzt. Diese definieren

wir als
W(‘/Ov cees Vn) = W(‘/Oa Vvl) +- 4+ W(anla Vn)
Gesucht sei nun eine geeignete Funktion W, die sich fiir eine algorithmische Umsetzung

eignet. Dafiir werde ich in dem folgenden Kapitel alle moglichen Verteilungen aufzeigen

und vergleichen.



2 Losungsweg

2.1.1 Stochastische Kostenfunktion

Im gdngigen Routing ist die Kostenfunktion einer Kante entweder die skalare Distanz
zwischen den beiden Knoten oder die benétigte Zeit fiir die Strecke. Da ich mich mit sto-
chastischem Routing beschiftige, muss die Kostenfunktion aus vielen Werten mit einer
Gewichtung bestehen. Je wahrscheinlicher ein bestimmter Wert ist, desto grofier ist seine
Gewichtung. Uber die Gewichtungen wissen wir, dass sie zusammen immer 100 Prozent
ergeben miissen, da wir damit alle Fille abgedeckt haben. So eine Zuordnung von einer
Wahrscheinlichkeit zu einem Wert ist als Wahrscheinlichkeitsverteilung bekannt. Damit wis-

sen wir, dass wir eine solche Verteilung als Kostenfunktion definieren miissen.

In den folgenden Abschnitten mochte ich die verschiedenen Arten von Verteilungen un-

tersuchen.

2.2 Verteilungsfunktion und Wahrscheinlichkeitsfunktion

Wabhrscheinlichkeitsfunktionen ordnen bestimmten Werten eine gewisse Wahrscheinlich-
keit zu. Im Folgenden werde ich untersuchen, wie sich verschiedene Arten von Funk-
tionen verhalten, wenn sie im Routing genutzt werden, um eine Strecke zu beschreiben.
Insbesondere Kombination dieser ist wichtig, da dieser Vorgang der elementare ist, um

mehrere Strecken kombinieren zu konnen.

Jede Verteilung hat zwei Darstellungsformen, von denen sich eine aus der anderen ge-
winnen ldsst: die (kumulative) Verteilungsfunktion, die die aufsummierten Wahrschein-
lichkeiten darstellt, sowie die Wahrscheinlichkeitsfunktion, aus der man die einzelnen

Wahrscheinlichkeiten direkt ermitteln kann.

Um eine Verteilung darzustellen, gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder ordnet man ta-
bellenartig jedem Wert eine Wahrscheinlichkeit zu (diskrete Verteilung), oder man sucht
eine geeignete Funktion (kontinuierliche Verteilung), die diese Zuordnung bestimmt. Ei-

ne diskrete Wahrscheinlichkeitsfunktion und die zugehorige Verteilungsfunktion sind in



2.2 Verteilungsfunktion und Wahrscheinlichkeitsfunktion
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Abbildung 2.1: Beispiel einer diskreten Wahrscheinlichkeits- und der zugehorigen
Verteilungsfunktion



2 Losungsweg
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Abbildung 2.2: Beispiel einer kontinuierlichen Wahrscheinlichkeits- und der zugehorigen
Verteilungsfunktion
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2.3 Anforderungen an eine stochastische Kostenfunktion

Abbildung dargestellt. Es gibt nattirlich auch gemischte Ansitze, die ich hier aber

nicht betrachten werde.

Ich mochte in den ndchsten Abschnitten meiner Arbeit die Vor- und Nachteile beider

Arten beleuchten und diese in den Kontext meiner Anforderungen stellen.

2.3 Anforderungen an eine stochastische Kostenfunktion

Um fiir Routing genutzt werden zu konnen, miissen kontinuierliche Funktionen im Kon-
text ihrer Verkniipfung betrachtet werden. Eine Verkniipfung zweier Gewichtungsfunk-
tionen sollte nicht anders beschrieben werden miissen als die beiden Ausgangsfunktio-

nen. Dies bedeutet, dass fiir eine Konkatenation

WZ‘—FWj:W,;

gelten muss, dass W’ die gleiche Beschreibungskomplexitit wie W aufweisen muss. Soll-
te dies nicht der Fall sein, wiirde die Beschreibungskomplexitdt abhdngig sein von der
Problemgrofie und damit wére eine praktische Umsetzung schwer, da Speicherbedarf
und Laufzeit mit der Grofle des Problems stark wachsen wiirden. Aufserdem wéren Ver-
gleichskriterien fiir W unterschiedlicher Komplexitit wie Erwartungswert oder Varianz
nicht allgemeingiiltig bestimmbar sondern (wenn {iberhaupt) nur analytisch berechenbar.
Daher stelle ich als Anforderung auf, dass eine Kostenfunktion im stochastischen Routing

selbstdhnlich beziiglich der Kombination sein muss.

Um bestimmen zu konnen, welche Funktionen sich ohne Anderung der Beschreibungs-
komplexitiat kombinieren lassen, untersuchen wir zundchst die Definition der Kombinati-

on.
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2 Losungsweg

2.3.1 Faltung von Verteilungen

Die Konkatenation von Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist mathematisch eine Faltung.
Sie stellt also nicht die einfach Summe aller Werte dar, was ja bei der Kombination von
Skalaren beim Routing gemacht wird, sondern eine Multiplikation im Frequenzbereich.

Die Faltung zweier Funktionen f und g ist wie folgt definiert:

(f * g)(z) = / (gt —rydr

Eine alternative Definition ware die tiber das Produkt im Frequenzbereich. Sei F die Fou-

riertransformation und F—! die inverse Fouriertransformation:

frg=F{FHft F{g}}

Wir werden spéter sehen, dass diese Definition bei der Berechnung Vorteile bringen kann.

Gesucht seien jetzt alle Verteilungen, fiir die gilt

W; + W ist selbstdhnlich zu W ;

Im néchsten Kapitel mochte ich die verschiedenen Verteilungen, die diese Anforderung

erfiillen, untersuchen.

2.4 Arten von Verteilungen

2.4.1 Alpha-stabile Verteilungen

Zum Beginn meiner Arbeit habe ich versucht, eine geeignete kontinuierliche Verteilung
zu finden, da diese nicht nur mathematisch kiirzer zu beschreiben sind, sondern auch
beliebig prézise. Jede diskrete Verteilung ist als Abtastung einer idealen Verteilungsfunk-

tion interpretierbar und kann damit nur gendhert werden, wihrend eine kontinuierliche

12



2.4 Arten von Verteilungen

Verteilung zumindest in der Theorie exakt sein kann.

Man konnte annehmen, dass jede Funktion, deren Integral 1 betrédgt, in Frage kommen
konnte doch nicht jede Verteilungsfunktion ist geeignet. Paul Lévi hat bereits in den 1920er
Jahren zeigen konnen [Nolan, 2007], dass es nur drei als Formel beschreibbare Verteilun-
gen gibt, die alpha-stabil sind (Es gibt noch weitere, nicht als Formel darstellbare Funktio-
nen, die ich hier aber nicht ndher betrachten werde). Eine alpha-stabile Verteilung (oder
Lévy-stabile Verteilung) ist insofern stabil, dass eine Linearkombination aus zwei Vertei-

lungen sich wieder als eine darstellen ldsst. Formell ldsst sich das wie folgt beschreiben

aXl‘i‘bXQiCX—i—d

Damit erftiillt diese Klasse von Verteilungen meine Einschrankung einer Verteilungsfunk-
tion. Nun werde ich auf die Ergebnisse von Paul Lévy eingehen und die verschiedenen

Verteilungen vorstellen. Diese sind die

o GauBverteilung
e Cauchy-Verteilung

e Lévy-Verteilung

GauBverteilung

Die bekannteste alpha-stabilen Verteilungen ist die GaufSverteilung. Diese ist definiert

durch

X ~N(u,0?)
_ 1 (z — p)?
1) = e (54"

Die Faltung von zwei Gaufsverteilungen wird wie folgt beschrieben:

13



2 Losungsweg
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Abbildung 2.3: Drei Normalverteilungen
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2.4 Arten von Verteilungen

X ~ N(ux,0%)
Y ~ N(uy,o0%)
Z/=X+4+Y

= Z ~ N(ux + py,0% +ov)

Damit ist, wie bereits festgestellt, die Faltung beider Funktionen wieder selbstiahnlich zu
den Ausgangsfunktionen und ldsst sich mit der gleichen Anzahl an Variablen komplett

beschreiben.

Um die Normalverteilung als Gewichtsfunktion zu nutzen, konnen wir als vergleichende
Metriken den Erwartungswert 1, den Median 1, die Varianz o2 oder eine beliebige Kom-

bination nehmen.

Die Gaufiverteilung hat allerdings zwei Eigenschaften, die Probleme beim Routen verur-
sachen konnen: Sie hat keine Definitionsgrenzen. Da wir nicht in jedem Fall mit negativen

Werten fiir Akkuladestdnde oder Zeit rechnen wollen, ist diese Verteilung nicht optimal.

Cauchy-Verteilung

Die Cauchy-Verteilung, definiert durch

Die Funktion eignet sich allerdings nicht fiir die Losung des Problems, da die Cauchy-
Verteilung keinen endlichen Erwartungswert und keine Varianz hat. Damit sind keine
sinnvollen Vergleichsmetriken gegeben. Aufierdem besitzt diese Verteilung ebenfalls wie

die Gaufsverteilung keine Definitionsgrenzen.
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2 Losungsweg
Lévy-Verteilung

Das ldsst uns mit der letzten Verteilung - der Lévy-Verteilung. Diese wird beschrieben

durch

1=\ e ()

bzw durch die Verteilungsfunktion

F(z) = erfc ( 2(1,-15))

Die Faltung zweier Lévy-Verteilungen ist gegeben durch:

X ~ Levy(dx,vx)
Y ~ Levy(dy,vy)

Z=X+Y

Z ~ Levy(dx + dy, (Vrx + \/’W)Q)

Die Lévy-Verteilung hat als einzige der drei betrachteten Verteilungen die Eigenschaft,

begrenzt zu sein. Sie ist definiert auf dem Intervall

x € [6,00)

Im frithen Stadium meiner Arbeit habe ich eine Implementierung auf Basis dieser Ver-
teilung fiir die Losung gehalten. Der Schnittpunkt zweier Lévy-Verteilungen ist eindeutig
fur zwei Verteilungen mit v; # 72. Der Umstand, dass die er fc-Funktion stetig ist, konnen

wir den Schnittpunkt so berechnen:
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Levy distribution of x

Cumulative Levy distribution of x
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2.4 Arten von Verteilungen
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Abbildung 2.4: Drei Lévy-Verteilungen
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2 Losungsweg

Fi(z) = Fa(z)
0172 —dom
p— rr2—72n
72 — 1

Somit kdnnen wir fiir zwei Verteilungen einfach und schnell berechnen, ab welchem Wert
eine der anderen vorgezogen werden sollte. Sollte es keinen Schnittpunkt geben, miis-
sen wir die weiteren Wege, die die zugeordnete Kante nutzen, nicht berechnen, da diese
immer schlechtere Werte liefert. Dies sind alles ideale Eigenschaften fiir den Einsatz im

stochastischem Routing.

Die Lévy-Verteilung hat jedoch einen entscheidenen Nachteil: Da sie ebenfalls keinen end-
lichen Erwartungswert und keine endliche Varianz besitzt, kann fiir eine ermittelte Route
keine mathematisch korrekte durchschnittliche Dauer und kein korrekter Akkuverbrauch
errechnet werden. Hier kdnnte eine Approximation helfen, bei der die Wahrscheinlichkei-
ten unter einem gewisschen Schwellwert mit 0 gleichgesetzt werden. Diese Methode ist
jedoch weder exakt, noch lasst sich mit der entstehenden, abgeschnitten Verteilung nicht

weiter rechnen, ohne die Beschreibungskomplexitit zu erhohen.

Diese Ergebnisse haben mich zu dem Schluss kommen lassen, dass eine kontinuierliche
Verteilungsfunktion nicht die von mir gestellten Anforderungen an ein Verfahren fiir das

stochastische Routing erfiillt.

2.5 Diskrete Verteilungen

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, eignen sich die kontinuierlichen Verteilun-
gen nicht optimal, da jede in Frage kommende Verteilungsfunktion mindestens einen
Nachteil aufweist. Als letzte verbliebende Option mochte ich jetzt die diskrete Verteilung

auf ihre Tauglichkeit tiberpriifen.

Eine Beispiel-Verteilung kénnte so aussehen:
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2.5 Diskrete Verteilungen

Akkuverbrauch ‘ 0 ‘ 0.25

=)
a1
o
O
a1
—_

Wahrscheinlichkeit ‘ 0 ‘ 0.5

Wenn wir jetzt diese Strecke doppelt fahren wiirden, erhielten wir eine Verteilung, die

wie folgt aussehen wiirde:

Akkuverbrauch ‘ 0 ‘ 0.25 ‘ 0.5 ‘ 0.75 ‘ 1
Wahrscheinlichkeit ‘ 0 ‘ 0 ‘ 0.25 ‘ 0.5 ‘ 0.25

2.5.1 Definition

Im Gegensatz zu den kontinuierlichen Verteilungen wird die diskrete Verteilung nur von

einem Parameter beschrieben: Der Anzahl der Werte.

Die Verkniipfung zweier Verteilungen wird wieder durch die Faltung errechnet. Diese ist

fiir diskrete Verteilungen definiert als:
Wir haben zwei diskrete Funktionen f und g, die von dem Definitionsbereich D nach R
mit einem Wertebereich

{-M,-M +1,....M —1,M}
abbilden. Die Faltung dieser beiden Funktionen ist nun definiert als

def M
(Fxnl = Y f(R)g(n—k) (2.1)
k=—M

2.5.2 Beschreibungskomplexitat

Aus der Definition 2.1 geht hervor, dass wir fiir die Faltung von n Werten (—M bis M)

genau 2n — 1 Ergebnisse erhalten. Das verstofst wieder gegen die Forderung, selbstahnlich
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2 Losungsweg

zu sein, da der beschreibende Parameter der Verteilung, ndmlich die Anzahl der Werte,
mit jeder Faltung steigen wiirde. Um dieses Problem zu l6sen, habe ich die entstehenden
Werte reduziert. Diese Reduktion besteht darin, jeden zweiten Wert je zur Halfte auf die

umgebenden Werte zu verteilen. Dies ldsst sich formell so beschreiben:

Seien f, g zwei diskrete Verteilungen und f * g die nach 2.1 definierte Faltung. Die Anzahl
der Werte einer diskrete Verteilung sei mit | f| beschrieben. So ist eine reduzierte Funktion

(f * g)red, die alle Eigenschaften der Verteilung erhilt, so definiert:

|fl=1lgl=n
[fxgl=2n-1
(f*9)0] + 0.5 (f *g)[1] firz =0
(f* @redlr] = S (Fxg)[2n — 1]+ 0.5 (f * g)[2n — 2] fiir = n

(fxg)2z =1+ 0.5 ((f *g)[2z — 2] + (f * g)[2z]) sonst

[(f * GIreal = n

Damit erhalten wir fiir jede Verkniipfung von zwei diskreten Verteilungen mit jeweils n

Werten wieder genau n Werte und die Selbstdhnlichkeit bleibt erhalten.

2.5.3 Beispiel

Um zu sinnvollen Ergebnissen zu kommen, sind natiirlich weitaus mehr Werte notwen-
dig, als in den beiden Tabellen aus der Einleitung. Um eine komplexere Rechnung dar-
zustellen, habe ich 100 Werte aus einer Normalverteilung abgetastet und diese diskret
gefaltet. Das Ergebnis sieht wie folgt aus:

In der Abbildung werden drei Funktionen dargestellt: f, g und eine dritte, welche die
Faltung der beiden Funktionen darstellt ((f * g)). Hier erkennt man auch die typischen

Eigenschaften der Faltung: Die Varianz und der Durchschnittswert nehmen zu.
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2.5 Diskrete Verteilungen
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Abbildung 2.5: Beispiel zweier diskreter Verteilungen und ihrer Faltung
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2 Losungsweg

In der unteren Abbildung sind die 99%-Quantile der jeweiligen Verteilungen eingezeich-
net. Mit diesen Werten konnen wir eine Reichweitenanalyse durchfiihren. Gleichzeitig
konnen wir die Durchschnittswerte betrachten (nicht eingezeichnet), um die Strecke mit

dem Wahrscheinlich geringsten Verbrauch zu finden.
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3 Ergebnisse

In diesem Kapitel mochte ich die in dem vorigen Kapitel herausgearbeiteten Verteilungen
vergleichen. Ich werde zu dem Ergebnis kommen, dass die diskrete Verteilung als einzi-

ges meine Anforderungen erfiillt und die wenigsten Nachteile aufweist.

3.1 Vergleichskriterien

Um Verteilungen zu vergleichen, miissen wir zwei Ebenen betrachten. Zuerst ist es wich-
tig, die mathematischen Eigenschaften wie die Existenz eines Erwartungswertes zu be-
trachten. Diese Eigenschaften sind unabhingig von dem tatsdchlichen Routing und uni-
versell. Dartiiber hinaus existiert eine spezifische Komponente, namlich die Form der Ver-

teilung.

3.1.1 Vergleich der Form

Auf die spezifische Form der Verteilungen mochte ich hier nur kurz eingehen, da ich
tiber keine Messwerte verfiige, um mein Thesen zu unterstiitzen und nur auf nicht fiir
diesen Zweck angefertigte Messreihen anderer Arbeit zuriickgreifen kann. Wie in Gra-
fik zu sehen, hat jede kontinuierliche Verteilung eine charakteristische Form. Die
Cauchy-Verteilung ist hier weggelassen worden, da sie sich visuell nicht sehr von der

Gaufdverteilung unterscheidet.

Der auffélligste Unterschied der beiden kontinuierlichen Verteilungen in der Grafik ist
das Vorhandensein einer Symmetrie. Mit der Lévy-Verteilung lassen sich nur beschrank-
te, asymmetrische Verteilungen gut approximieren, wiahrend die Gaufsverteilung nur fiir

symmetrische, unendliche Verteilungen geeignet ist. Multimodale Verteilungen lassen
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3 Ergebnisse

0.4

0.3

0.2

0.1
|

0.0

il
1

-4 -2 0 2 4

Abbildung 3.1: Eine Gaufsverteilung (Rot), eine Lévy-Verteilung (Blau) und eine diskrete
Verteilung (Schwarz)
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3.1 Vergleichskriterien

sich gar nicht abbilden, was mit einer diskreten Verteilung hingegen problemlos moglich

ist (im Bild dargestellt).

3.1.2 Vergleich der mathematischen Eigenschaften

In der Doméne des Routing gibt es zwei Eigenschaften von Verteilungen, ohne die Rou-

ting nicht so einfach mdoglich ist. Diese sind

e Existenz eines Erwartungswerts und einer Varianz

e Beschrianktheit

Der erste Punkt ist notwendig, damit wir die Verteilungen vergleichen konnen. Da weder
die Lévy-Verteilung noch die Cauchy-Verteilung einen Erwartungswert besitzen, eignen

sich diese beiden nicht fiir das stochastische Routing.

Egal, ob wir den geringsten Akkuverbrauch oder die schnellste Strecke suchen - weder
ein Akkuverbrauch tiber 100 Prozent noch eine negative Dauer sinnvoll. Von den konti-
nuierlichen Verteilungen ist nur die Lévy-Verteilung beschrankt. Damit bleibt als letztes

die diskrete Verteilung tibrig, die alle Kriterien erfiillt.
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4 Losung

In diesem Kapitel mochte ich je eine vollstandige Spezifikation fiir zwei Anwendungsfille
vorstellen. Danach werde ich eine einfache Implementierung vorstellen, diese erweitern

und schliefdlich beschreiben, wie man eine optimierte Variante entwicklen konnte.

4.1 Spezifikation

4.1.1 Reichweitenoptimierung

Wenn wir nur den Energieverbrauch einer endlichen Ressource wie eines Akkus be-
trachten, reicht es, die Wahrscheinlichkeiten aller Akkudnderungen von -100 Prozent bis
100 Prozent zu betrachten (vollstandiges Aufladen bis zum vollstindigen Entladen). Eine
Speicherung dieser Grenzwerte ist nicht notwendig, da sich die Ergebnisse niemals aufler-
halb der Grenzen befinden kdnnen, ohne die Rechnung ungiiltig zu machen (moglicher

Verbrauch von tiber 100 Prozent).

4.1.2 Fahrzeitminimierung

Wiirden wir das gleiche Modell jedoch fiir die Dauer einer Strecke benutzen, hitten wir
ein Problem: wir miissten die Grenzen vorher wissen. Diese konnten unter Umstdanden
so weit auseinander liegen, dass die meisten Eintrage der Verteilung aus Nullen bestehen.
Damit hidtten wir viel redundante Information. Dies konnen wir optimieren, indem wir fiir
jede Verteilung den ersten und den letzten Wert, der nicht Null ist, mitspeichern. Wenn
wir nun zwei Verteilungen miteinander Falten, sind die neuen Grenzen die Addition der
Grenzen der Ausgangsverteilungen. Mit diesem Modell haben wir aufierdem ein weiteres
Vergleichskriterium: die Spanne, tiber die die Verteilung definiert ist. Dieses Modell sollte

unbedingt bei einer praktischen Umsetzung genutzt werden.
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4 Losung

4.2 Algorithmische Komplexitat

Da die Umsetzbarkeit und die Geschwindigkeit meiner Losung vor allem von der diskre-

ten Faltung abhidngt, werde ich eine einfache Losung prasentieren und zeigen, wie man

die Laufzeit verbessern konnte.

4.2.1 Summenformel

Der naive Ansatz besteht in der direkten Umsetzung der Summenformel der diskreten

Faltung.

Listing 4.1: Implementierung der diskreten Faltung

// f and g are double arrays of equal length

int right_bound = length(f) - 1;

int left_bound = -right_bound;

int position, n;

for (position = left_bound; position <= right_bound; position++) {

int from = position <= 0 ? 0 : position;

int to = position >= 0 ? right_bound : right_bound + position;

double sum = 0;

for (n = from; n <= to; n++) {

sum += f[n] * g[n - position];

// sum is now (f * g)[n]

Um die Laufzeitkomplexitit dieser Losung zu ermitteln, betrachten wir zunédchst die du-
3ere Schleife. Wenn wir zwei Arrays f und g von der Lange n haben, ist der Abstand
zwischen le ft_bound und right_bound genau 2n — 1. In der inneren Schleife variiert die

Laufweite, tiberschreitet aber nie n. Das wird deutlich, wenn man eine Fallunterschei-
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4.2 Algorithmische Komplexitét

dung fiir die Variable position macht. Fiir Werte kleiner als 0 ist der maximale Abstand
right_bound, fiir Werte grofler als 0 betrdgt er ebenfalls right_bound. Da right_bound als

n — 1 definiert wurde, ergibt sich eine Laufzeitkomplexitat von

(2n—1)(n—1)=2n*—3n+1

= lim 2n® —3n+1< lim a-n?

n—inf n—inf

Wir sehen also, dass dieser Algorithmus fiir die diskrete Faltung in O(n?) liegt. Dies ist
kein gutes Ergebnis fiir beispielsweise tragbare Gerite, da dort der Arbeitsspeicher und
die Rechengeschwindigkeit begrenzt sind. Trotzdem zeigt dieses Beispiel, dass meine Lo-

sung relativ einfach umzusetzen ist.

4.2.2 Mit Nutzung der FFT

Es gibt eine einfache Verbesserung zum naiven Ansatz: Wenn wir die Eingangswerte zy-
Kklisch fouriertransformieren, ist die Faltung dieser lediglich die einfache Multiplikation.
Die Zeitkomplexitdt der diskreten Fouriertransformation ist nicht besser als die des na-
tiven Ansatzes, aber unter Nutzung der schnellen Fouriertransformation konnen wir ei-
ne Laufzeit von O(nlog(n)) erreichen. Der Reduktionsschritt entfllt hier allerdings auch

nicht.
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5 Schlussfolgerung

In diesem Abschnitt mochte ich eine mogliche Evaluation beschreiben; vorschlagen, wie
man ihn in der Praxis einsetzen konnte und die Vor- und Nachteile meines Algorithmus

untersuchen.

5.1 Evaluation

Eine Evaluation meiner Ergebnisse war im Rahmen meiner Arbeit nicht in vollem Um-
fang durchfiihrbar, da es notig gewesen wére, ein Navigationssystem mit dem Modell zu

implementieren und diverse Testfahrten durchzufiihren.

Es gibt zwei unterschiedliche Arten von Evaluationen: einmal konnen die Eigenschaften
vom stochastischen Routing selbst mit denen normalen Routings verglichen werden. Die
andere Moglichkeit, die fiir meine Arbeit relevanter ist, ist der Vergleich verschiedener

Wahrscheinlichkeitsfunktionen.

Wie ich ja herausgearbeitet habe, kommen dafiir nur drei kontinuierliche Funktionen in
Frage. Diese haben alle unterschiedliche Eigenschaften, was einen Vergleich schwierig

macht.

5.1.1 Versuchsaufbau fiir eine mogliche Evaluation

Fiir eine aussagekriftige Evaluation ist es notwendig, die Performanz der einzelnen
Algorithmen zu vergleichen. Es muss also fiir jede Wahrscheinlichkeitsfunktion (Gauf3-
verteilung, Cauchy-Verteilung, Lévy-Verteilung) das Modell gefunden werden, was der
Realitdt am ehesten entspricht. Diese Modelle konnten dann in eine Navigationssoftware,

wie dem Greennav-Projekt, implementiert werden. Damit ware es moglich, Tests durch-
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5 Schlussfolgerung

zufiihren und die Ergebnisse der einzelnen Modelle miteinander zu vergleichen.

Ich bin der Meinung, dass sich von den drei kontinuierlichen Verteilungsfunktionen die
Lévy-Verteilung am besten eignen wird. Viele Daten aus anderen Arbeiten weisen eine
Form auf, die nicht symmetrisch ist. Diese Werte lassen sich besser durch eine Lévy-
Verteilung approximieren als durch eine Gaufsverteilung. Besonders bei kurzen Strecken
fallt auflerdem auf, dass ein grofier Teil der Gaufiverteilung im negativen Bereich ist. Dies

ist bei der Lévy-Verteilung nicht moglich, da diese begrenzt ist.

5.2 Vorteile

5.2.1 Modellbildung

Ich mochte hier nicht ndher darauf eingehen, wie eine mogliche Funktion ermittelt wird,
die aus den Eigenschaften einer Strecke eine Wahrscheinlichkeitsverteilung errechnet, da
dies nicht zu meiner Arbeit gehort. Eine diskrete Verteilung ermoglich es jedoch, Vorraus-
sagen fiir eine Strecke zu machen, indem die Werte mehrfach gemessen werden. Diese
Hiiufigkeitsverteilung nahert sich, bei ausreichend grofier Fallzahl, der wirklichen Vertei-
lung an (Zeitliche Invarianzen werden hier nicht betrachtet). Diese Messwerte konnten
also direkt fiir die Modellbildung herangezogen werden, was einen enormen Vorteil bie-

tet.

5.2.2 Adaption

Wie bereits besprochen, konnen multimodale Verteilung ebenso wie symmetrische oder
asymmetrische dargestellt und miteinander kombiniert werden. Eine Approximation ist
nicht notwendig, wie es bei kontinuierlichen Verteilungen der Fall ist. Dieses Modell er-
moglicht es ebenfalls, die Vorhersage tiber eine Strecke an die Wirklichkeit anzupassen,
wenn man gefahrene Strecken mit abnehmender Gewichtung dem Modell hinzufiigt. Da-
mit konnte ein Navigationsgerit lernfahig und mit jeder gefahrenen Strecke genauer wer-
den. Dies stellt einen enormen Vorteil dar, der so beim klassischen Routing nicht genutzt

werden kann.
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5.3 Nachteile

5.2.3 Echtzeitfahigkeit

Das Modell benétigt keinen Vorverarbeitungsschritt und ist, durch die gering hohere
Laufzeit, die durch die Verkniipfung der Kantengewichte in O(nlog(n)) entsteht, poten-
tiell Echtzeitfahig. Auf moderner Hardware habe ich einen Durchsatz von vielen tausend
Verkniipfungen pro Sekunde erreicht. Die genaue Geschwindigkeit hiangt jedoch von zu

viele Faktoren ab, um eine allgemein giiltige Vorhersage zu treffen.

5.3 Nachteile

5.3.1 Rundungsfehler

Da die Werte der Verteilungen im Computer mit Gleitkommazahlen gespeichert werden,
tritt nattirlich ein Rundungsfehler auf. Dieser akkumuliert mit jeder Iteration durch die
Faltung und die Reduktion. In den von mir durchgefiihrten Tests waren die Effekte je-
doch auch mehreren tausend Faltungen zu gering, um das Ergebnis zu verfilschen. Die-
ser Fehler ist nattirlich grofier als bei kontinuierlichen Verteilungen, da die Anzahl der zu

Beschreibung notwendigen Parametern deutlich grofer ist.

5.3.2 Mathematische Eleganz

Ein etwas subjektiver Nachteil ist die geringere mathematische Eleganz. Schnittpunkte,
Erwartungswerte und Standardabweichungen miissen mit Hilfe aller Einzelwerte berech-

net werden; die Anzahl der Parameter ist abhdngig von der gewtinschten Genauigkeit.
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