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Kurzfassung

In der Softwareverifikation stellen nichtdeterministische Biichi-Auto-
maten (NBA) ein anerkanntes Hilfsmittel fiir eine grofle Anzahl von
Anwendungen dar. Zur Verringerung des Rechenaufwands besteht ein
Bedarf an praktisch anwendbaren Minimierungstechniken fiir solche
Automaten.

Diese erhalten wir durch die Verwendung von symbolisch beschriebenen
Automaten, die genauer und effizienter als explizite NBAs beschrieben
werden konnen. Wahrend die Minimierung expliziter NBAs bereits aus-
fuhrlich untersucht wurde, ist die Minimierung der symbolischen NBAs
bisher unerforscht geblieben.

Daher werden wir in dieser Arbeit verschiedene Minimierungstechniken
fiir symbolische NBAs entwickeln. Wir prasentieren zwei Automaten-
modelle als Abwandlung der expliziten nichtdeterministischen Biichi-
Automaten. Diese Modelle nutzen die besondere Struktur der Eingabeal-

phabete.

Auflerdem wurden die Minimierungsverfahren fiir explizite NBAs aus
[CM13] auf die beiden neuen Automatenmodelle iibertragen. Schliellich
ist das Minimierungsframework auf der Grundlage bindrer Entschei-
dungsdiagramme in der Programmiersprache Scala implementiert wor-
den.
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Abstract

In software verification nondeterministic Biichi automata (NBA) are
a powerful tool for a remarkable variety of applications. In order to
reduce the computational effort there is a need for practical minimization
techniques.

We achieve this by using automata with symbolic representations, which
provide a more accurate and efficient formulation than explicit NBAs.
While minimization of explicit NBAs has been extensively studied, mini-
mization of symbolic NBAs has remained unstudied.

Hence in this work we will develop different minimization techniques
for symbolic NBAs. We present two automata models modifying the
explicit nondeterministic Biichi automata. These models make use of a
particular structure of the input alphabets.

The minimization procedure for explicit NBAs from [CM13] was trans-
ferred to the two new automata models. Finally we implemented the
minimization framework on the basis of binary decision diagrams in the
programming language Scala.
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1 Einleitung

In der heutigen Zeit nehmen Computer und Algorithmen immer mehr
Aufgaben wahr, die sicherheitskritische Aspekte oder anderweitige er-
hohte Anspriiche an die Korrektheit der Implementierung aufweisen.
Um diesen Anspriichen gerecht zu werden, wurden verschiedene An-
sitze zur Uberpriifung der Korrektheit von Software entwickelt, die alle
tiberpriifen, ob ein gegebenes Programm seine Spezifikation erfiillt. Dies
wird auch als Softwareverifikation bezeichnet und wird in drei grof3e
Bereiche unterteilt: Testen, Laufzeitverifikation und Model-Checking.

Manuelles oder automatisiertes Testen tiberpriift die Korrektheit, indem
die Ausgabe des Programms fiir eine gegebene Eingabe mit der erwarte-
ten Ausgabe verglichen wird. Dieses Vorgehen ist sehr einfach durchzu-
fithren, da nur eine Eingabe bestimmt werden muss, fir die die Ausgabe
des Programms uiberpriift wird. Gleichzeitig konnen immer nur die Pro-
grammausfithrungen getestet werden, fiir die auch eine Eingabe existiert,
die genau diesen Ablauf der Verarbeitung bedingt. Testen kann als Veri-
fikationsmethode also nicht die Korrektheit des Programms beweisen,
sondern nur beim Auffinden von Fehlern helfen.

Laufzeitverifikation iiberpruft wahrend der Ausfithrung des Programms
fortlaufend, ob die formal beschriebene Spezifikation eingehalten wird.
Dabei wird die Erfullung der Spezifikation auf einer héheren Ebene,
als es durch die Uberpriifung von Ein- und Ausgaben des Programms
moglich ist, iberwacht. Zudem koénnen zeitliche Abfolgen innerhalb
des Programms itberwacht werden. Im Gegensatz zum Testen kann die
Laufzeitverifikation also jeden moglichen Ablauf des Programms auf
Einhaltung der Spezifikation tiberpriifen. Das gilt allerdings nur, wenn
der Ablauf des Programms auch tatsachlich wahrend der Beobachtung
auftritt. Auflerdem bietet Laufzeitverifikation die Moglichkeit, die zu
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iiberpriifende Eigenschaft des Systems auf einer hoheren Abstraktions-
ebene als Ein- und Ausgabesequenzen zu spezifizieren.

Beim Model-Checking wiederum wird zuerst ein formales Modell des
Programms bestimmt, das dann mit der formalen Spezifikation automati-
siert verglichen wird. Dieses Vorgehen trifft Aussagen iiber das gesamte
Programm und nicht nur iiber eine Ausfithrung des Programms, da al-
le moglichen Ausfithrungen des Programms betrachtet werden. Dies
zeigt gleichzeitig auch einen der Nachteile des Model-Checkings auf.
Da die heutigen Programme immer komplexer werden und damit auch
die Anzahl der internen Zustinde und Abhéngigkeiten der Programme
zunehmen, kénnen sie haufig nicht mehr komplett durch Methoden
des Model-Checkings untersucht werden. Dies fithrt dazu, dass nicht
mehr das gesamte System, sondern nur noch Teilsysteme tiberwacht wer-
den, wodurch die Vollstdndigkeit dieser Verifikationsmethode verloren
geht.

Wie oben beschrieben, verwenden die Methoden der Laufzeitverifikation
und des Model-Checkings formale Beschreibungen der zu iiberpriifen-
den Eigenschaften des Systems. Die Spezifikationen werden dabei haufig
durch Spezifikationssprachen beschrieben, die auf verschiedenen forma-
len Logiken wie Linearzeit-Temporallogik oder Computation Tree Logic
basieren. Die Auswertung der Logiken kann durch Biichi-Automaten
erfolgen. Im Falle des Model-Checkings kann auch das Systemmodell
durch Biichi-Automaten beschrieben werden.

Biichi-Automaten sind endliche Automaten, die unendliche Worte iiber
einem endlichen Eingabealphabet akzeptieren. Dadurch bieten sie ei-
ne einfache Méglichkeit zur Beschreibung w-regularer Sprachen aus
unendlichen Wortern und eignen sich daher besonders fir die Soft-
ware-Verifikation reaktiver Systeme, die fortlaufend mit ihrer Umwelt
interagieren und fiir die weder ein Berechnungsbeginn noch ein Be-
rechnungsende existiert. In diesem Kontext dienen Biichi-Automaten
einerseits der Auswertung von Formeln der Linearzeit-Temporallogik
[Var96; EH00], andererseits werden Biichi-Automaten verwendet, um
die Korrektheit von Programm-Abstraktionen gegen das urspriingliche
Programm zu testen. Dabei werden sowohl das urspriingliche Programm



als auch die berechnete Abstraktion in Automaten tiberfithrt, deren ak-
zeptierte Sprachen dann verglichen werden.

Allgemein gilt jedoch fiir alle Anwendungen von Automaten, dass mog-
lichst prazise und kompakte Beschreibungen der Automaten und dadurch
auch ihrer akzeptierten Sprachen zu bevorzugen sind. Ein weiterer Grund
fir die Betrachtung minimierter Automaten ist der Effizienzgewinn in
den auf ithnen aufbauenden Verfahren. Daher wurde in verschiedenen Ar-
beiten die Minimierung von Biichi-Automaten betrachtet [EH00; EWS01;
EF10; Cle11; CM13]. Da jedoch bereits die Entscheidung, ob ein gegebe-
ner Biichi-Automat minimal ist, ein PSPACE-vollstindiges Problem ist
[JR91], werden meist nur partielle Minimierungstechniken betrachtet,
die haufig auf Simulationsrelationen basieren.

Die in der Verifikation tiberpriiften Eigenschaften von Systemen lassen
sich haufig soweit zerlegen, bis sie nur noch von atomaren Aussagen iiber
den aktuellen Zustand des Systems abhéngig sind. Beispielsweise kann
eine Brauprozesssteuerung, die den Brauprozess in einer Brauerei iiber-
wacht, verifiziert werden, indem verschiedene Kennwerte des Prozesses
durch boolesche Ausdriicke iiberwacht werden, wie zum Beispiel:

- mashTemp <= 78

- step == mashing

Dies macht man sich bei der Spezifikation der zu iiberwachenden Eigen-
schaften zunutze und betrachtet die booleschen Ausdriicke als atomare
Aussagen in der entsprechen formalen Logik. Das bedeutet, dass zum
Beispiel Linearzeit-Temporallogik-Formeln tiber einer Menge P der ato-
maren Propositionen gebildet werden. Bei der Umwandlung von Linear-
zeit-Temporallogik in Biichi-Automaten wird daher das Eingabealphabet
der Automaten als ¥ = 2" gewihlt, da dies erméglicht, jeden Zustand
des tiberwachten Systems als eine Belegung der atomaren Propositio-
nen zu interpretieren. Diese Struktur des Eingabealphabets machen wir
uns zunutze und werden die symbolischen nichtdeterministischen Bii-
chi-Automaten als Abwandlung der expliziten NBAs definieren, indem
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die Transitionsbedingungen durch Formeln tiber den atomaren Propo-
sitionen statt explizit beschrieben werden. Die verwendeten Formeln
beschreiben dabei die charakteristische Funktion der Menge der Einga-
besymbole, die zu einem Zustandsiibergang fithren.

1.1 Aufbau der Arbeit

In dieser Arbeit werden wir zuerst die in [CM13] beschriebenen Verfah-
ren zur Minimierung expliziter Biichi-Automaten in Kapitel 2 vorstellen
und anschlieflend durch Konzepte aus dem symbolischen Model-Che-
cking erweitern.

Da die in dieser Arbeit betrachteten Minimierungstechniken iiberwie-
gend von der Qualitit der gewihlten Simulationsrelationen abhangig
sind, werden in den Abschnitten 2.2, 2.3 und 2.4 verschiedene Moglichkei-
ten der Bildung von Quasiordnungen auf den Zustdnden des Automaten
betrachtet, beispielsweise die k-Lookahead-Simulationen.

Unter anderem werden wir in Unterabschnitt 2.5.2 die folgenden Verfah-
ren und Methoden auf expliziten NBAs betrachten. Transitionsstutzung
entfernt Transitionen aus dem Automaten, wenn diese durch andere Tran-
sitionen beschrieben bzw. tiberdeckt werden, wobei jedoch die durch den
NBA akzeptierte Sprache erhalten bleibt. Bei der Quotientenbildung wie-
derum werden Zustinde des Ausgangsautomaten verschmolzen, wenn
diese nicht voneinander unterscheidbar sind.

Nachdem wir die Minimierungstechniken auf expliziten NBAs vorge-
stellt haben, werden wir in Abschnitt 3.1 die bekannten expliziten NBAs
durch symbolische NBAs erweitern. Abschnitt 3.2 beschreibt, wie die k-
Lookahead-Simulationen auf die symbolischen NBAs iibertragen werden.
Darauf aufbauend werden die oben erwahnten Minimierungstechniken
in Abschnitt 3.3 auf die symbolischen Simulationsrelationen angepasst.

In Abschnitt 3.4 weiten wir die symbolische Beschreibung des Einga-
bealphabets auch auf die Zustandsmenge der Automaten aus und defi-
nieren die vollsymbolischen NBAs, um die Simulationsrelationen und
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Minimierungsverfahren effizient berechnen zu kénnen. Auch auf dieses
Automatenmodell werden in Abschnitt 3.5 die k-Lookahead-Simulatio-
nen ibertragen, indem die Operatoren zur Berechnung der Relationen
durch quantifizierte Aussagenlogik ausgedriickt werden. Ebenso wer-
den in Abschnitt 3.6 die Minimierungstechniken durch quantifizierte
Aussagenlogik ausgedriickt.

Die Beschreibung der Realisierung des entwickelten vollsymbolischen
Minimierungsframeworks erfolgt in Kapitel 4. In Abschnitt 4.1 wird
zuerst die Automaten- und Logikbibliothek RItlConv beschrieben, in
deren Kontext das vollsymbolische Minimierungsframework realisiert
wurde. Verschiedene alternative Ansétze fiir die Realisierung werden in
Abschnitt 4.2 betrachtet. Die gewdéhlte Realisierungsform wird dann in
Abschnitt 4.3 aufgegriffen und die zur Realisierung gewahlte Bibliothek
beschrieben. AbschlieBend beschreiben wir in Abschnitt 4.4 die einzelnen
Aspekte der Implementierung.

Am Ende wird in Kapitel 5 eine Zusammenfassung der im Rahmen dieser
Arbeit entworfenen Verfahren zur Minimierung von NBAs und ihrer
Realisierung geliefert. Zudem wird ein Ausblick auf mégliche weitere
Untersuchungen gegeben.






2 Grundlagen der expliziten
Automatenminimierung

In diesem Kapitel fithren wir das von Clemente und Mayr in [CM13]
beschriebene Framework zur Minimierung von nichtdeterministischen
Biichi-Automaten ein und beschreiben kurz, wie dieses explizite nichtde-
terministische Biichi-Automaten minimiert. Das Framework verwendet
Quasiordnungen auf den Zustinden eines Automaten, um diesen zu
minimieren. Eine zweistellige Relation C auf einer Menge M heifit Qua-
siordnung, wenn sie reflexiv und transitiv ist. Die zur Minimierug ver-
wendeten Ordnungen werden mithilfe eines spieltheoretischen Ansatzes
bestimmt.

In Abschnitt 2.1 wiederholen wir zuerst die Definition eines nichtdeter-
ministischen Biichi-Automaten. Danach stellen wir in den Abschnitten
2.2, 2.3 und 2.4 verschiedene Vorgehen vor, um Quasiordnungen auf den
Zustinden eines Automaten zu berechnen. Darauf aufbauend werden
dann in Abschnitt 2.5 verschiedene Techniken zur Minimierung von
Automaten vorgestellt, die die berechneten Quasiordnungen verwenden.
Daruber hinaus werden zwei Verfahren beschrieben, die diese Techniken
kombiniert zur Anwendung bringen.

2.1 Nichtdeterministische Buichi-Automaten
(NBAs)

Wir beginnen dieses Kapitel, indem wir die Definition eines nichtdetermi-
nistischen Biichi-Automaten wiederholen, dieser zahlt zu den endlichen
Automaten und akzeptiert unendliche Worte iiber einem endlichen Ein-
gabealphabet.
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Definition 2.1 Nichtdeterministischer Biichi-Automat (NBA)
Ein nichtdeterministischer Biichi-Automat (NBA) ist definiert als ein
5-Tupel A = (%,Q,1,A, F), wobei

. ein endliches Alphabet,

Q eine endliche Menge von Zusténden,

I C Q eine Menge von initialen Zustanden,

A C Q x X x Q die Transitionsrelation und

- F C Q eine Menge von akzeptierenden Zustinden ist.

Ein NBA A kann auch als Graph reprisentiert werden. Abbildung 2.1
zeigt ein Beispiel eines einfachen NBAs A sowohl durch mathematische
Strukturen beschrieben als auch seine grafische Reprisentation.

Eine Transition zwischen zwei Zusténden g; und q; des Automaten exis-
tiert, gdw. (q;, 0, 4;) € A gilt, wir schreiben dann auch g; = q; € A
Wir bezeichnen einen Zustand g € Q als tot, falls kein Pfad von einem
initialen Zustand zu g existiert oder von g aus kein Pfad zu einem ak-
zeptierenden Kreis in A existiert. In beiden Fillen ist der Zustand fiir
die Akzeptanz eines gelesenen Wortes unerheblich und kann entfernt
werden, ohne die akzeptierte Sprache zu dndern.

Aus Griinden der einfacheren Darstellung nehmen wir an, dass die be-
trachteten Automaten vorwdrts und riickwdrts vollstindig sind: Es exis-
tieren fiir jeden Zustand g; € Q und jedes Symbol ¢ € X zwei Zustande
Gn,q; € Q. sodass gy, L g 5 q; gilt. Jeder Automat kann vervollstén-
digt werden, indem zwei Zustande und fiir jeden Knoten maximal |X|
viele Transitionen hinzugefiigt werden.

Ein unendlicher Lauf von A iiber einem unendlichen Wortw = 007 ... €
2% beginnt in einem beliebigen Zustand g, € Q und ist eine unend-
(o

licheUFolge Vgl’l Transitionen p = g = q1 2, . Mit p[0..i] =
Jo —2 ... —L g, bezeichnen wir ein endliches Prifix von © und

Tit1

pli.] =¢q; 2, Jiv1 --- bezeichnet ein unendliches Suffix von p.
Endliche Liufe, die in g, beginnen und in q,, € Q enden, sind entspre-
chend definiert. Weiterhin bezeichne inf(p) fiir einen Lauf p die Menge



2.2 Simulationen auf NBAs

> ={ab,c,d}

Q = {q0,91} b .
I'={q0} c
(@0, b,40), (0,4, 40), ~(n) ’
_ o.cq1), o, 4, 91), d c
© (91,4,91),(q1,b,91), y y
(q1,¢,q1),(q1,4,q1)}
F={q}

Abbildung 2.1: Beispiel fiir einen einfachen NBA A = (X,Q,I,A,F) in
mathematischer und grafischer Darstellung. Der Automat
akzeptiert die Sprache {uvw € X« |u € {b,d}*,v €
{c,d} und w € X%}.

der Zustande, die in p unendlich oft besucht werden. Ein endlicher oder
unendlicher Lauf ist initial, wenn er in einem Zustand g, € I beginnt. Ein
unendlicher Lauf ist fair, gdw. inf(p) N F # O gilt, der Automat besucht
unendlich oft einen akzeptierenden Zustand. Ein Lauf heiflt akzeptierend,
gdw. er unendlich, initial und fair ist. Der Automat A akzeptiert die
Sprache

L(A) = {w € Z¥ | A hat mind. einen akzeptierenden Lauf auf w}.
Seien A = (X, Q"IN AN, FAY und B = (£, 08,18, AB, IB) zwei

beliebige NBAs, dann schreiben wir A C 3 gdw. L(A) C L(B) und
A = Bgdw. L(A) = L(B).

2.2 Simulationen auf NBAs

In diesem Abschnitt beschreiben wir, wie Simulationsrelationen auf
den Zusténden eines Automaten A = (X,Q, I, A, F) als Ergebnis eines
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Simulationsspiels zwischen zwei Spielern bestimmt werden kénnen. Die
Simulationsrelationen bilden dabei Quasiordnungen auf Q x Q. Fir die
Berechnung der Simulationsrelationen findet der in [HKR02] vorgestellte
spieltheoretische Ansatz Verwendung.

Die Simulationsbeziehung zweier Zustande g, und §, kann formal als
ein Spiel zwischen zwei Spielern beschrieben werden [EWS01]. In jeder
Runde des Spiels platzieren die beiden Spieler zwei Pebble Rot und Blau
auf zwei Zustanden, die sich nicht unterscheiden miissen. Am Anfang
des Spiels, werden in Runde 0 die Pebble Rot auf Zustand g, und Blau
auf g platziert.

Definition 2.2 Grundspiel [EWS01]

Sei A = (X,Q, [, A, F) ein beliebiger NBA und g, §, zwei beliebige Zu-
stande von A. Das Grundspiel G , (4o, §o) auf A wird von zwei Spielern
Spoiler und Duplikator rundenweise wie folgt gespielt:

Zu Beginn von Runde i befinden sich die Pebble Rot auf g; und Blau auf
qi-

1. Spoiler wiahlt eine Transition g; s Ji+1 € Aund bewegt Rot von
q; nach q;,q.

2. Duplikator muss eine passende Transition g; < Jiz1 € A aus-
wihlen und bewegt Blau von §; nach 4, ;. Sollte keine passende
Transition existieren, endet das Spiel und Spoiler gewinnt.

3. Die Folgekonfiguration ist dann (g;,1,§;,1)-

Eine passende Transition ist dadurch bestimmt, dass sie dieselbe Be-
schriftung wie die vorgegebene Transition tragt. Spoiler und Duplikator
miissen also gleichzeitg dasselbe Eingabesymbol lesen.

Entweder endet das Grundspiel vorzeitig und Spoiler gewinnt das Spiel
oder es lauft unendlich lange. Dabei werden zwei unendliche Laufe

o o -~ . 0y . O . .
0 =1qo -9, T T undp ={y -, 1 RN produziert, die sich

10
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aus den gewahlten Transitionen ergeben. Das Paar (p, 0) bezeichnen wir
auch als Resultat des Spiels.

Die Siegbedingung fiir Duplikator ist von der gewiinschten Simulation
abhingig. Wir betrachten im Folgenden Bedingungen direct [DHW92],
delayed [EWS01] und fair [HKR02]. Um die verschiedenen Auspriagungen
der Simulationsbeziehung zu beschreiben, wird das Grundspiel auf drei
verschiedene Arten erweitert.

Definition 2.3 Simulationsspiele [EWS01]
Sei A = (X,Q,I,A,F) ein beliebiger NBA (9o, qo) € QOxQund (p,p)

ein Resultat von G ) (g, o) mit p = g 2, 1 A, und p = g 2,
d1 A, , dann definieren wir folgende Simulationsspiele, die das

Grundspiel G (go,qo) erweitern:

Das direkte Simulationsspiel (engl. direct) Gii(flof Jo) gewinnt Du-
plikator mit dem Resultat (p, p), gdw. gilt:
Immer wenn Spoiler einen akzeptierenden Zustand besucht, muss
auch Duplikator einen akzeptierenden Zustand besuchen.

Das verzogerte Simulationsspiel (engl. delayed) G‘j\e(qo, Jo) gewinnt
Duplikator mit dem Resultat (p, 0), gdw. gilt:
Immer wenn Spoiler einen akzeptierenden Zustand besucht, muss
auch Duplikator mit maximal endlicher Verzégerung einen akzep-
tierenden Zustand besuchen.

Das faire Simulationsspiel (engl. fair) G (q0,90) gewinnt Duplika-
tor mit dem Resultat (p, 0), gdw. gilt:
Es existieren unendlich viele j € N, fiir die §; € F gilt, oder es
existieren nur endlich viele i € N, fiir die q; € F gilt. In allen
anderen Fillen gewinnt Spoiler.

Die bisher betrachteten Simulationsrelationen beschreiben alle eine Si-
mulationbeziehung, die von den zukiinftig noch zu lesenden Eingabe-
symbolen abhangt. Wir wollen aulerdem auch eine Simulationsbezie-
hung betrachten, die von den bisher bereits gelesenen Eingabesymbolen

11
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abhangt. Fiir die riickgerichtete Simulation wird das Grundspiel so an-
gepasst, dass Spoiler und Duplikator die Transitionen in Riickrichtung
wihlen.

Definition 2.4 Riickgerichtetes Grundspiel [CM13]

Sei A = (X,Q,I, A F) ein beliebiger NBA und g, jo zwei beliebige
Zustinde von A. Das riickgerichtete Grundspiel G 5 (4o, o) auf A wird
von zwei Spielern Spoiler und Duplikator rundenweise wie folgt gespielt:

1. Aus der Konfiguration (g;, §;) wahlt Spoiler eine riickgerichtete

T . Jit1
ransition g;, 1 —— (;.

2. Als Antwort darauf wihlt Duplikator eine passende ebenfalls riick-
gerichtete Transition ;4 LGN G-

3. Die Folgekonfiguration ist dann (§;,1,§;41)-

Wie zuvor beschreibt (p, 0) das Resultat des Grundspiels mit p = g S
(o4 01

1 ~ ~ 0 ~
qp - undp=gg— q; — -
Auch das riickgerichtete Grundspiel wird zu einem riickgerichteten Si-
mulationsspiel erweitert, dieses dhnelt dem direkten Simulationsspiel
betrachtet jedoch neben den akzeptierenden auch die initialen Zusténde
des Automaten.

Definition 2.5 Riickgerichtetes Simulationsspiel [EWS01]
Sei A ein beliebiger Biichi-Automat, (E]O, do) E Q x Qund (p,p) em

Resultat von G ) (qq, o) mit p = g o 1 A und p = gy R
q1 AT , dann erweitert das riickgerichtete Simulationsspiel (engl. back-
wards) GBW(qO, Jo) das riickgerichtete Grundspiel, sodass das Resultat
(p, P) einen Gewinn fiir Duplikator darstellt, gdw. gilt:

Immer wenn Spoiler einen akzeptierenden Zustand besucht, muss auch
Duplikator einen akzeptierenden Zustand besuchen und immer wenn
Spoiler einen initialen Zustand besucht, muss auch Duplikator einen

initialen Zustand besuchen.
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2.2 Simulationen auf NBAs

Das riickgerichtete Simulationsspiel gleicht dem direkten Simulations-
spiel, betrachtet die Transitionen allerdings in umgekehrter Richtung.
Die Betrachtung von riickgerichteten verzégerten oder fairen Simulati-
onsspielen entfillt, da vor dem ersten besuchten Zustand keine weiteren
Zustande existieren. Duplikator kann daher nicht verzogert einen initia-
len Zustand besuchen.

Jetzt konnen wir ausgehend von den Simulationsspielen aus Definiti-
on 2.3 und Definition 2.5 Siegbedingungen fiir Duplikator definieren,
die nur noch von den Zustanden des Automaten abhéngen, die in den
Laufen p bzw. p des Simulationsspiels besucht werden.

Definition 2.6 x-Siegbedingungen [CM13]

Sei x € {di,bw,de, f}, dann definieren wir die folgenden Siegbedin-
gungen C*(p, p) fur Duplikator hinsichtlich der vorwirtsgerichteten
Simulationsspiele mit

Cdip,p) = Vi>0:q,EF = §,€F
Cde(p,p) & Vi>0:q;€F = Jj>i:q;€F

Cf (p,p) < wenn p fair ist, dann ist auch p fair

Die Siegbedingung fur das riickgerichtete Simulationsspiel hiangt von
den akzeptierenden und den initialen Zustanden ab.

g;€F = g; € Fund

CPw(p, o Vi>0:
P = {%‘EI = g€l

Offensichtlich gilt
Ci(o,p) = C9(p,p) und C4¢(p, p) = C(p,p).

Wir sehen, dass die Simulationsspiele aus Definition 2.3 und Definition 2.5
und die Siegbedingungen in Zusammenhang stehen, sodass Duplikator
das Simulationsspiel Gﬁ(qo, Jo) gewinnt, gdw. (p, 0) das Resultat des
Grundspiels ist und C*(p, p) erfullt ist.

13



2 Grundlagen der expliziten Automatenminimierung

Auf Basis der Siegbedingungen kénnen wir nun die verschiedenen Simu-
lationsrelationen definieren.

Definition 2.7 x-Simulationsrelationen [CM13]

Sei A = (%,Q,I,A,F) ein beliebiger NBA und (p, p) das Resultat des
Grundspiels G (4o, o) auf A. Eine x-Simulationsrelation C¥*C Q x
Q ist eine Quasiordnung auf den Zustinden des Automaten A. Der
Zustand § simuliert g, gdw. C*(p, p) gilt, bzw. wenn Duplikator das
x-Simulationsspiel G, (4o, §o) gewinnt. Wir schreiben dann auch g C* 4.

Aus Definition 2.6 folgt direkt C¥CC9eCC!. Der Automat in Abbil-
dung 2.2 akzeptiert die Sprache {2}’ und veranschaulicht fiir ¥ = {a}
den Zusammenhang zwischen direkter und verzégerter Simulation. Der
Zustand g, simuliert die Zustdnde g, und g,, da in dem direkten Si-
mulationsspiel Gii(ql, Jo) Spoiler nur Transitionen mit 2 von g; nach
g, oder umgekehrt wahlen kann. In beiden Féllen kann Duplikator die
Transition gy — ¢, wihlen und sieht damit trivialerweise immer einen
akzeptierenden Zustand, wenn Spoiler einen akzeptierenden Zustand
sieht. Gleiches gilt fur G%(qz, o). Damit sieht Duplikator auch immer
mit einer maximalen Verzégerung von 0 einen akzeptierenden Zustand,
daraus folgt, dass g die Zustdande g, und g, auch verzogert simuliert.
Umgekehrt simulieren g, und g, den Zustand g nicht direkt aber verzé-
gert. Sobald im direkten Simulationsspiel Spoiler g, und Duplikator g,
betritt, wird die Siegbedingung fiir das direkte Simulationsspiel widerlegt.
Im verzogerten Simulationsspiel hingegen reicht es aus, dass Duplikator
von ¢, nach g; wechselt und damit mit einer maximalen Verzégerung
von 1 einen akzeptierenden Zustand sieht.

Auch der Automat in Abbildung 2.3 akzeptiert die Sprache {a}’, veran-
schaulicht dabei jedoch fiir X = {a, b} den Zusammenhang zwischen
verzogerter und fairer Simulation. Da g der einzige akzeptierende Zu-
stand ist, kann Spoiler nur in g, einen akzeptierenden Zustand sehen.
Somit kann Duplikator beginnend in ¢, jeden Zug von Spoiler nach-
vollziehen, daraus folgt, dass g, alle Zustdnde verzogert simuliert. Da
von g, aus kein akzeptierender Zustand erreichbar ist, simuliert g, nur
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direkte Simulation

xCYy g ¢ g

Jo vioox o X
Ha |V oYX

qo vioox v

a verzogerte Simulation
e xChy g0 41 42
90 v v v

A IV VN

qo v v v

Abbildung 2.2: Der Automat akzeptiert die Sprache {a}*. Fir £ = {a}
simuliert der Zustand g, die Zustande g, und g, direkt
und verzogert. Die Zustdnde g; und g, simulieren g
jedoch nur verzégert und nicht direkt. Zudem simulieren
sie sich gegenseitig verzogert.

sich selbst verzégert. Der Zustand g, simuliert den Zustand ¢, nicht
verzogert, da Spoiler in dem verzégerten Simulationsspiel Gj?(ql, 90)
nur die Transition g, 2L, g, wahlen muss, damit Duplikator darauf nur
mit der Wahl von g L, g, reagieren kann. Dann hat Spoiler in g; al-
lerdings einen akzeptierenden Zustand gesehen und Duplikator kann
keinen akzeptierenden Zustand mehr sehen, wodurch die Siegbedingung
der verzégerten Simulation widerlegt wird. Der Zustand g, simuliert
q1 jedoch fair, da der Teilpfad g, 2, g nicht Teil eines akzeptierenden

Laufs sein kann. Spoiler liefert durch Wahl der Transition g, 2, g, also
keinen fairen Lauf mehr, wodurch auch Duplikator keinen fairen Lauf
mehr liefern muss.
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verzogerte Simulation

xCylq @1 4o

a 90 v v X

- @ ! 7 x VX
b . 42 v v v

@ faire Simulation

a 0‘5 b xClylg o1 9

qo v v X

ql \/ \/ X

o |v v v

Abbildung 2.3: Der Automat akzeptiert die Sprache {a}*. Fiir ¥ = {a, b}
simuliert der Zustand g, die Zustiande g, und g, verzogert
und fair. Der Zustand g simuliert 4, jedoch nur fair und
nicht verzégert. Der Zustand g, simuliert nur sich selbst.

2.3 Laufinklusionen auf NBAs

Simulationen sind effizient zu berechnen, ihr Optimierungspotential ist
jedoch verglichen mit anderen Quasiordnungen beschrankt. Ein Beispiel
fir eine bessere Quasiordnung sind Laufinklusionen, die wir in diesem
Abschnitt betrachten werden. Dafiir werden wir die Definitionen der
Simulationsspiele entsprechend anpassen.

Wir beschreiben, wie Laufinklusionen auf den Zustinden eines Automa-
ten A = (X,Q,I,A,F) als Ergebnis eines Simulationsspiels zwischen
Spoiler und Duplikator bestimmt werden kénnen. Wéhrend des Basis-
spiels der Simulationsrelationen produzieren die beiden Spieler abwech-
selnd die beiden Laufe p und g, indem sie jeweils nur auf einen einzelnen
Zug des anderen Spielers reagieren. Um Laufinklusionen zu erhalten,
erweitern wir das Grundspiel der Simulationsrelationen, sodass Spoiler
zu Beginn des Spiels seinen gesamten Lauf p festlegen muss, auf den Du-
plikator mit seinem Lauf p antwortet. Analog zu x-Simulationen bilden
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x-Laufinklusionen eine Quasiordnung C* auf Q x Q.

Definition 2.8 x-Laufinklusionen [CM13]
Sei A = (¥,Q,1,A,F) ein beliebiger NBA. Fiir x € {di, de, f} definieren
wir, dass x-Laufinklusion zwischen q und 4 besteht, gdw. fiir alle Worter

W = 0y0y ... € L und fiir alle unendlichen Laufe p = g, 2, 1 A,
70

--- des Automaten auf w mit gy = g4 ein unendlicher Lauf p = j; —

Gy % - auf w mit §, = § existiert, sodass C*(p, p) gilt.

Genauso konnen wir die riickgerichtete Simulationsrelation auf den Zu-
stinden des Automaten zur riickgerichteten Laufinklusion erweitern.

Definition 2.9 Riickgerichtete Laufinklusion [CM13]
Sei A = (X,Q,I,A,F) ein beliebiger NBA. Die riickgerichtete Laufinklu-
sion CPW besteht zwischen g und § (g € §), gdw. fiir alle endlichen

Worter w = 00y ...0,,_1 € 2" und jeden endlichen initialen Lauf

70 41 Tm—-1

0 =4qgy — q — - —— {,,, der in gq,, = q endet, ein endlicher,
o o Ty R IR a” e .
initialer Lauf § = §y —> §; — -+ —— {,, mit §,, = § existiert,

sodass Vi>0:q,€F = g4; €F.

2.4 Lookahead-Simulationen auf NBAs

Mit den x-Laufinklusionen haben wir nun Quasiordnungen auf den Zu-
stinden eines Automaten, die eine bessere Minimierung des Automaten
erlauben. Allerdings konnen wir die Laufinklusionen nicht effizient be-
rechnen, da sie iiber unendlichen Laufen der Automaten definiert sind
und bereits das Entscheidungsproblem der Laufinklusionen fiir Quasiord-
nungen PSPACE-vollstandig ist. Daher werden in [CM13] verschiedene
alternative Simulationsrelationen vorgestellt.

Die k-Pebble-Simulation erweitert die Standard-Simulation um mehrere
Pebble fiir Duplikator. Spoiler kontrolliert weiterhin genau einen Pebble,
wahrend Duplikator bis zu k Pebble kontrollieren kann. Allerdings sind
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2 Grundlagen der expliziten Automatenminimierung

auch k-Pebble-Simulationen nicht fiir eine effiziente Minimierung geeig-
net, da die Berechnung einer solchen auf einem NBA mit nn Zustdnden
dem Lésen eines Pebble-Spiels der Groie #1 - n¥ entspricht.

Die k-Step-Simulation erweitert die Standard-Simulation, sodass beide
Spieler Transitionsfolgen der Lange k > 0 wiéhlen statt einzelner Transi-
tionen. Duplikator erhélt dadurch mehr Informationen iiber die folgen-
den Schritte von Spoiler, dies fithrt zu einer gréfleren Simulationsrelation.
Jedoch variiert der Lookahead, den Duplikator tiber Spoilers Schritte hat,
zwischen k, bei der Wahl der ersten Transition, und 1, bei der Wahl der
letzten Transition. Duplikator steht also nicht fiir jede Entscheidung die
gleiche Informationsmenge zur Verfiigung.

Die k-Continuous-Simulation erweitert die Standard-Simulation, sodass
Duplikator jederzeit Giber die nachsten k Schritte von Spoiler informiert
ist. Duplikator verfiigt also jederzeit iiber einen Lookahead von k. Die
Berechnung der Simulation auf einem NBA mit #n Zustinden und ei-
nem maximalen Ausgrad d verlangt jedoch das Speichern von n? - dk=1
Konfigurationen.

2.4.1 k-Lookahead-Simulationen

In [CM13] wird die k-Lookahead-Simulation als optimale Alternative zwi-
schen k-Step- und k-Continous-Simulation eingefiihrt. Sie erweitert die
Standard-Simulation, sodass Duplikator in jeder Runde den Lookahead,
den er iiber Spoilers Zige hat, beliebig zwischen 1 und k wihlen kann.

Das k-Lookahead-Grundspiel dndert das Grundspiel aus Definition 2.2 so
ab, dass Spoiler in jeder Runde eine Transitionsfolge der Linge k anstatt
einzelner Transitionen wahlt, wiahrend Duplikator in jeder Runde selbst
iiber die Lange der gew#hlten Transitionsfolge entscheiden kann.

Definition 2.10 k-Lookahead-Grundspiel [CM13]

Sei A = (X,Q,1,A,F) ein beliebiger NBA und gy und 4, zwei beliebige
Zustinde von A. Das k-Lookahead-Grundspiel G]f[\, (G0, 90) wird wie folgt
von zwei Spielern gespielt:
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Zu Beginn von Runde i befindet sich das Spiel in der Konfiguration
(9i,4;) und Spoiler beginnt:

1. Spoiler wihlt eine Folge von k zusammenhéangenden Transitionen

1
Gi = a1 — = ik

2. Duplikator wihlt eine Zahl 1 < m < k aus und antwortet mit

einer passenden Folge von m Transitionen
~ Ui . Ti+1 Tivm-1_ A
qi — qi+1 Jitm-

3. Die verbleibenden Transitionen von Spoiler werden ignoriert und
die neue Konfiguration ist (§;,,, izm)-

Auf diese Weise wird ein Resultat (p, 0) produziert.

Das riickgerichtete k-Lookahead-Grundspiel wird entsprechend mit riick-
wirtsgerichteten Transitionsfolgen definiert und dndert das Grundspiel
aus Definition 2.4 so ab, dass Spoiler und Duplikator riickwartsgerichtete
Transitionsfolgen statt einzelner Transitionen wéhlen.

Definition 2.11 Riickgerichtetes k-Lookahead-Grundspiel [CM13]
Sei A = (%,Q,1,A,F) ein beliebiger NBA und gy und §, zwei beliebige
Zustinde von A. Das riickgerichtete k-Lookahead-Grundspiel wird wie
folgt von zwei Spielern gespielt:

Zu Beginn von Runde i befindet sich das Spiel in der Konfiguration
(9i,49;) und Spoiler beginnt:

1. Spoiler wihlt eine Folge von k in Ruckrichtung zusammenhéingen-

den Transitionen
43 Ti1 Titk—1
gi < Git1 < =" < itk

2. Duplikator wahlt eine Zahl 1 < m < k aus und antwortet mit

einer passenden Folge von m riickwirtsgerichteten Transitionen
~ O . Jit1 Titm-1
qi < qi+1 Ji+m-
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2 Grundlagen der expliziten Automatenminimierung

3. Die verbleibenden Transitionen von Spoiler werden ignoriert und
die neue Konfiguration ist (§;,,,,, §jym)-

Da wir in Abschnitt 2.2 festgestellt haben, dass die Definitionen 2.3,
2.5 und 2.6 jeweils nur von den besuchten Zustédnden des Resultats der
Grundspiele abhéngen, konnen diese Definitionen unverindert auch auf
die k-Lookahead-Simulationen tibertragen werden.

Definition 2.12 x-k-Lookahead-Simulationen [CM13]

Sei A = (X,Q,I,A,F) ein beliebiger NBA und (o, p) das Resultat eines
k-Lookahead Grundspiels auf A. Zwei Zustinde gy und 4, stehen in
x-k-Lookahead-Simulation, gdw. C* (p, p) gilt, bzw. wenn Duplikator eine
x-Gewinnstrategie in dem k-Lookahead-Grundspiel hat. Wir schreiben

dann gy CF* 4.

Die k-Lookahead-Simulationen CF* sind nicht transitiv, daher verwen-
den wir die transitive Hiille <¥* der k-Lookahead-Simulationen, da diese
Quasiordnungen auf Q x Q bilden.

Der Automat in Abbildung 2.4 akzeptiert die Sprache {wow,w, ... € X¢|
Vi>0:w; = abvw; = ac}. AuBerdem lasst sich an ihm der Unterschied
zwischen direkter Simulation und direkter 2-Lookahead-Simulation ver-
anschaulichen. Fir X = {a, b, ¢} simuliert der Zustand g, den Zustand
g, direkt, da Spoiler aus g, keinen Lauf angeben kann, den Duplikator
aus ¢ nicht simulieren konnte. Die Umkehrung g, C4 g, gilt nicht, da
Spoiler sobald er sich in g; befindet abhéngig davon, ob sich Duplikator
in g3 oder g4 befindet, die Transition wahlt, deren Transitionsbedingung
Duplikator gerade nicht wahlen kann. Der Zustand g, simuliert die Zu-
stande g3 und g4 direkt, auch hier gilt die Umkehrung nicht. Betrachtet
man jedoch die direkte 2-Lookahead-Simulation gilt zusétzlich auch
go %91 g,, da Spoiler in jeder Runde des direkten 2-Lookahead-Simula-
tionsspiels eine Transitionsfolge der Lange 2 liefern muss. Duplikator
kann also von g, aus die Transition nach g3 oder g, wiahlen, fiir die
eine passende Folgetransition fiir Spoilers zweite Transition existiert. Es
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direkte Simulation

xCUyldo 41 42 45 44

b 90 viox x x X

H. a e 71 x v x x X
qo v o x v x x

c q3 x v o x v x

4 x v o x x Vv

direkte 2-Lookahead-Simulation
a

H xC2Yy [0 0 4o G5 s
a Jo v x v o x X

q1 x v o x x X

¢ q» viox v x X

q3 x v o x v x

4 x v o x x Vv

Abbildung 2.4: Der Automat akzeptiert die Sprache {wyw w, ... € Z¢|
Vi>0:w; =abVv w; =ac}. Fur ¥ = {a, b, c} simuliert
der Zustand g, den Zustand ¢, direkt, umgekehrt gilt
go T4 g, nicht. Der Zustand g, simuliert die Zustéinde
g3 und q4 direkt, auch hier gilt die Umkehrung nicht. Be-
trachtet man jedoch die direkte 2-Lookahead-Simulation,
gilt zusitzlich auch gy £24 g,.

gilt jedoch weiterhin nicht g, C2di g3 oder gq C2di (4, da Spoiler wie
bereits zuvor die gerade nicht passende Transition als erste Transition
wihlen kann.

2.4.2 Berechnung der k-Lookahead-Simulationen

In [EWSO01] werden die Simulationsrelationen durch Lésen eines Pari-
tatsspiels bestimmt, das auf einem Graphen gespielt wird, der sich aus
den Zustidnden des Automaten und einer maximalen Paritit von zwei
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2 Grundlagen der expliziten Automatenminimierung

ergibt. Fur das Losen der k-Lookahead-Simulationen wiirde das einem
Paritatsspielgraphen mit folgenden Knoten und Kanten entsprechen:

1. Fiir jedes Paar aus Q x Q und jede der drei Paritaten p € {0, 1, 2}
einen Knoten (g, 4, p).

2. Fir jeden Pfad der Lange k von gy € Q aus, jedes § € Q und jede
Paritat p € {0, 1,2} einen Knoten (g —k GQi, 9, P)-

3. Zwischen diesen Knoten miissen dann passende Kanten konstru-
iert werden, sodass eine korrekte Aussage tiber die Simulationsbe-
ziehung getroffen wird.

Der entstehende Paritéatsspielgraph wire auch fiir kleine k und kleine
Automaten bereits sehr grof3. In [CM13] wird alternativ dazu auch ein
fixpunktbasierter Ansatz vorgestellt, den wir im Weiteren verfolgen
werden, da er fiir grofle Automaten und das weitere Vorgehen besser
geeignet erscheint.

Seix € {di,bw,de, f} und k > 0. Dann gilt g Chex g, gdw. Duplikator ei-
ne Gewinnstrategie in dem entsprechenden Simulationsspiel hat. Damit
Duplikator ein Simulationsspiel gewinnt, muss er die Siegbedingung des
Simulationsspiels erfiillen oder das Spiel in eine Konfiguration tiberfiih-
ren, fiir die bekannt ist, dass Duplikator das entsprechende Spiel aus die-
ser Konfiguration heraus gewinnt. Daher kann k-Lookahead-Simulation
als die grofite Menge X C Q x Q beschrieben werden, die abgeschlossen
beziiglich eines monotonen Vorgénger-Operators ist. Um die Darstellung
fir die verzogerte Simulation zu vereinfachen, wird nicht CkX selbst
berechnet, sondern die komplementire Relation W* = (Q x Q)\ Ckx
die die Konfigurationen des Simulationsspiels angibt, aus denen Spoiler
gewinnt.

Direkte und riickgerichtete k-Lookahead-Simulation

Fir die direkte und die riickgerichtete k-Lookahead-Simulation lassen
sich einfach Vorgénger-Operatoren bestimmen, die nur von einer Menge
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von Konfigurationen des zugrunde liegenden Simulationsspiels abhéngig
sind.

Wir betrachten zuerst den Vorganger-Operator CPre® (X ) fiir eine be-
liebige Menge X C Q x Q von Konfigurationen:

Definition 2.13 Direkter Vorganger-Operator [CM13]

Sei A = (X,Q,I, A, F) ein beliebiger NBA und X eine beliebige Menge
von Konfigurationen im direkten Simulationsspiel auf A, dann ist der
direkte Vorgdnger-Operator CPre¥! : 2(QxQ) _, 2(Q*Q) definiert durch:

CPI‘edi(X) — {<q0/q~0) ’ = (% ﬂ) J1 i) ﬂ, qk) .
VOo<m<k:
M )

(30<j<m:q€FNG &F)

V (Gmr Gm) € X}

Es gilt (g,9) € CPre (X), gdw. Spoiler ausgehend von der Konfigu-
ration (g, §) innerhalb einer Runde des direkten k-Lookahead-Simulati-
onsspiels entweder die Siegbedingung fiir das direkte Simulationsspiel
verletzt oder das Spiel in eine Konfiguration aus X zwingen kann.

Fir die ruckgerichtete k-Lookahead-Simulation wird der Vorgianger-
Operator CPrebW(X) analog dazu definiert, mit den Abwandlungen,
dass die Transitionen umgekehrt werden und zusétzlich initiale Zustdnde
betrachtet werden.

Definition 2.14 Riickgerichteter Vorgéanger-Operator [CM13]

Sei A = (X,Q,I, A, F) ein beliebiger NBA und X eine beliebige Menge
von Konfigurationen des riickgerichteten Simulationsspiels auf A, dann
ist der riickgerichtete Vorgdnger-Operator CPre" : 2(QxQ) _, 2(QxQ)
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definiert durch:
CPre™ (X) = {(%/%) ‘ 3 (qo gy qk) :
VOo<m<k:
¥ (G0 <2 gy < 20,
(30<j<m:q€FNG &F)
V(0<j<m:gelngel)

V @) € X}

Es gilt (q,9) € CPrebw(X), gdw. Spoiler ausgehend von der Konfi-
guration (g, J) entweder die Siegbedingung fiir das riickgerichtete k-
Lookahead-Simulationsspiel verletzt oder das Spiel in eine Konfiguration
aus X zwingen kann.

Bemerkung 1

Die Definition von CPre™ (X) setzt voraus, dass der Automat vorwarts
und rickwirts vollstandig ist, andernfalls wiirde Spoiler falschlicher-
weise das Simulationsspiel verlieren, wenn er nur k" < k Transitionen
wahlen kann.

Fiir X = 0 liefert CPre” (X) die Menge der Konfigurationen, aus denen
Spoiler das zugrunde liegende Simulationsspiel G, in maximal einer
Runde gewinnt. Daraus folgt, dass Spoiler gewinnt, sollte er das Spiel in
eine dieser Konfigurationen zwingen konnen.

Damit ergibt sich fiir x € {di, bw} die Fixpunktgleichung

W* = y(W ~ CPre* (W)).
Beide Operatoren sind so aufgebaut, dass Spoiler einen Pfad der Lange k
finden muss, sodass fiir alle Pfade der Lange 0 < m < k, die Duplikator

finden kann, die Siegbedingung des Simulationsspiels verletzt wird oder
das Simulationsspiel in eine der Konfigurationen aus X tberfithrt wird.
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Verzogerte und faire k-Lookahead-Simulation

Fir die verzogerte und faire k-Lookahead-Simulation wird der grundle-
gende Aufbau von CPre" und CPre®" iibernommen. Der Vorgénger-
Operator muss jedoch um zwei Argumente zu CPre(X, Y, Z) erweitert
werden.

Intuitiv ist eine Konfiguration (g,4) € CPre(X,Y,Z), gdw. Spoiler
eine Transitionsfolge im zugehdrigen Simulationsspiel wihlen kann,
sodass fiir jede Antwort Duplikators mindestens eine der folgenden
Bedingungen gilt:

1. Spoiler besucht mindestens einen akzeptierenden Zustand, wih-
rend Duplikator keinen akzeptierenden Zustand besucht und das
Spiel befindet sich danach in einer Konfiguration aus X.

2. Duplikator besucht keinen akzeptierenden Zustand und das Spiel
befindet sich danach in Y.

3. Das Spiel befindet sich nach der Runde in Z.

Definition 2.15 Vorginger-Operator [CM13]
Sei A = (£,Q,I,A, F) einbeliebiger NBA und X, Y und Z beliebige Men-

gen von Konfigurationen eines verzogerten oder fairen Simulationsspiels
auf A, dann ist der Vorgdnger-Operator CPre : 2Q% x 2Q% x 2Q* 5, 2Q?
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2 Grundlagen der expliziten Automatenminimierung

definiert durch:

CPre(X,Y,Z) = {(ﬂlo/%) ‘ 3 (qo 20 g B 22 qk) :
VOo<m<k:

V(ﬁoi’ﬁli’“'k’%):

N<j<m:q;€F
ANVO<Sj<m:q4; &F
ANy Gm) € X
VOSjSm:c]jeEF
V(/\(qm,cim)eY )

Vo @i €2

Fiir das faire Simulationsspiel gilt: Spoiler gewinnt, gdw. er bis auf endlich
viele Runden unendlich viele akzeptierende Zustande besucht, wahrend
Duplikator keine akzeptierenden Zustande besucht. Wie zuvor gewinnt
Spoiler, wenn er das Simulationsspiel in eine Konfiguration tiberfithren
kann, fiir die bekannt ist, dass Spoiler gewinnt. Daraus ergibt sich die
Bedingung (4,,,,§,;,) € Z und die Formulierung als kleinster Fixpunkt
einer Funktion. Die zweite Bedingung mit (q,,,{,,) € Y ergibt sich, da
Duplikator das faire Simulationsspiel verliert, sollte er nur endlich viele
akzeptierende Zustande sehen. Solange Duplikator also keine akzeptie-
renden Zustande sieht, wird das Simulationsspiel in der aktuellen Runde
weder fiir Spoiler noch fiir Duplikator entschieden. Die Entscheidung
wird also erst in einer spateren Runde fallen. Die erste Bedingung mit
(G, Gm) € X ergibt sich, da Spoiler unendlich viele akzeptierende Zu-
stande besuchen muss, um das Simulationsspiel zu gewinnen, wahrend
Duplikator keine akzeptierenden Zustéinde sieht.

Daher ergibt sich die Fixpunktgleichung

Wi = u(Z » v(X » u(Y » CPre(X,Y,Z)))).
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2.5 Minimierung von NBAs

Spoiler gewinnt das verzégerte Simulationsspiel, wenn nach endlich
vielen Runden die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

1. Spoiler besucht einen akzeptierenden Zustand und
2. Spoiler verhindert, dass Duplikator in der Zukunft einen akzeptie-
renden Zustand besucht.

Daraus lassen sich die beiden folgenden Operatoren ableiten.

CPre!(X,Y) := CPre(X,Y,Y) und CPre?(X,Y) := CPre(X,X,Y)

Eine Konfiguration (g;, §;) ist in CPrez(X, Y), wenn die Folgekonfigu-
ration nach einer Runde des verzégerten Simulationsspiels in Y ist oder
wenn Spoiler das Spiel in eine Konfiguration aus X iiberfithren kann,
ohne dass Duplikator einen akzeptierenden Zustand besucht. Der Ope-
rator CPre? berechnet also die Menge der Konfigurationen, aus denen
Duplikator keine akzeptierenden Zustiande sehen kann.

Der Operator CPre!(X,Y) wiederum berechnet die Menge der Konfigu-
rationen, fir die gilt, dass Spoiler das Simulationsspiel in eine Konfigu-
ration aus Y iiberfithren kann und damit gewinnt oder zumindest einen
akzeptierenden Zustand besucht, wihrend Duplikator keinen akzeptie-
renden Zustand besucht und sich das Spiel danach in einer Konfiguration
aus X befindet.

Kombiniert man beide Operatoren, ergibt sich die Fixpunktgleichung

Wde = (W — CPre' (v(X — CPre?(X, W)), W)).

2.5 Minimierung von NBAs

In den vorhergehenden Abschnitten wurden verschiedene Quasiordnun-
gen und die Moglichkeiten ihrer Berechnung beschrieben. In diesem
Abschnitt soll nun dargestellt werden, wie diese zur Minimierung von
Automaten verwendet werden kénnen.
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2 Grundlagen der expliziten Automatenminimierung

Bevor wir jedoch beschreiben, wie Automaten minimiert werden kénnen,
beschreiben wir noch einmal, was Minimierung bedeutet. Minimierung
eines Automaten bedeutet eine Reduktion der Grofie des Automaten bei
gleichzeitiger Erhaltung der durch den Automaten akzeptierten Sprache.
Die Reduktion kann dabei durch Manipulation zweier Kennwerte des
Automaten erreicht werden:

— Entfernen von Zustianden des Automaten und

— Entfernen von Transitionen zwischen Zustinden des Automaten.

Dabei muss jedoch immer der Erhalt der akzeptierten Sprache im Vor-
dergrund stehen.

Wie bereits erwihnt, beschreiben wir durch <¥* die transitiven Hiillen
der k-Lookahead-Simulationen CX*. AuBerdem bezeichnet <f¥=<k-=x
\(<k¥) =1 bzw. C¥=C* \(C¥)~! die asymmetrische Restriktion der
entsprechenden Relation.

2.5.1 Reduktion durch Entfernen toter Zustande

Die erste recht einfache Methode zur Reduktion von Zustinden ist das
Entfernen der toten Zustinde aus dem Automaten. Dies kann ohne
besondere Beachtung der akzeptierten Sprache geschehen, da die toten
Zusténde eines Automaten nach ihrer Definition nicht in akzeptierenden
Pfaden des Automaten vorkommen und somit auch nicht die akzeptierte
Sprache beeinflussen.

Abbildung 2.5 zeigt einen Automaten mit vier Zustidnden, von denen
zwei Zustiande g, und g, lebendig sind, wahrend die Zustidnde g, und
g3 tot sind und daher gestrichelt dargestellt werden. Der Zustand g, ist
tot, da er nicht von einem initialen Zustand aus erreichbar ist und somit
nicht Teil eines akzeptierenden Laufs sein kann. Der zweite tote Zustand
(3 ist von einem initialen Zustand aus erreichbar, in diesem Fall von g,
aus, und selbst akzeptierend. Jeder Lauf, der g5 erreicht, muss jedoch in
g3 enden und kann somit nicht akzeptierend sein. Da g, und g5 tot sind,
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2.5 Minimierung von NBAs
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Abbildung 2.5: Grafische Reprisentation eines NBAs mit vier Zustan-
den. Die Zustande g, und g, sind lebendig, wéahrend die
Zustande g, und g3 tot sind. Die toten Zustande sind
gestrichelt dargestellt.

konnen beide Zusténde problemlos entfernt werden und das Ergebnis ist
der bereits aus Abbildung 2.1 bekannte Automat, der dieselbe Sprache
wie der Ausgangsautomat akzeptiert.

2.5.2 Reduktion durch Transitionsstutzung

Um einen NBA zu minimieren, bietet sich neben dem Entfernen von
toten Zustinden auch an, die Anzahl der Transitionen des Automaten
durch Transitionsstutzung zu verringern. Dies fiihrt zu einem praziser be-
schriebenen Automaten, da fiir die Akzeptanz eines Wortes tiberfliissige
Transitionen entfernt werden.

Die Idee der Transitionsstutzung ist es, eine Transition aus dem Auto-
maten zu entfernen, wenn diese durch eine andere Transition iiberdeckt
wird.

Definition 2.16 Gestutzter Automat [CM13]

Sei A = (£,Q,I,A, F) ein NBA und P eine transitive und asymmetrische
Relation auf A. Der gestutzte Automat (engl. pruned automaton) ist dann
definiert als Prune(A, P) := (X,Q,I,A’,F) mit

N ={@q;,0,q) €M B(q;, 0,9, €N (q;,0,9) P (q;,07,9)}
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2 Grundlagen der expliziten Automatenminimierung

Da wir die durch den Automaten akzeptierte Sprache durch die Transi-
tionsstutzung erhalten wollen, muss die verwendete Pruning-Relation
eine bestimmte Struktur aufweisen.

Definition 2.17 Good for Pruning (GFP) [CM13]

Sei A = (X,Q,I,A,F) ein beliebiger NBA. Eine Relation P auf A ist fiir
die Transitionsstutzung geeignet (engl. Good for Pruning (GFP)), gdw.
Prune(A, P) ~ A gilt.

Um nur geeignete Pruning-Relation zu erhalten, beschreiben wir nun
eine Konstruktionsmethode fiir Pruning-Relationen, die fiir geeignete
Eingaben GFP-Relationen produziert.

Definition 2.18 Pruning-Relation [CM13]
Seien R, und Ry zwei Binérrelationen auf Q, dann definieren wir die
Relation P (R, Rf) C A x A mit

PRy, Rp) = {(41,0,4p), @1,0,G)) | 9; Ro G A g5 Ry G}

Eine Transition (§;, 0, ’7]') tiberdeckt nach obiger Definition eine Tran-
sition (q;, 7, ¢;), gdw. sowohl die Ausgangszustinde q; und §; in Riick-
richtung in einer riickgerichteten Simulation Rj, und die Zielzusténde g;
und §; in Vorwartsrichtung in einer Simulation R¢ stehen.
Bemerkung 2 [CM13]

Fiir R, € {id, C°%, C"¥} und Ry € {id, ¥, c¥, £, C'} induzieren
Ry und R¢ nach folgender Tabelle eine Relation P(Ry, R¢), die GFP ist:

Ry\Rf |id % cdi|cde Cf

id X v v X X
chw v v v x x
chw | v v X X X

Nihere Informationen und Beweise finden sich in [CM13].
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2.5 Minimierung von NBAs

Dariiber hinaus ist auch die folgende Relation GFP [SB00]

Ri(Chy = P(id,Cd)
U{((q;, o3, 6/,-), (Gir O, ﬁ])) | (qi 03, ﬁ]) ist transient und
q; gy

Die Relation R, (CF) hingt also von den transienten Transitionen des Au-
tomaten ab, das sind die Transitionen, die zwischen den starken Zusam-
menhangskomponenten des Automaten verlaufen und daher in einem
Pfad nur einmal vorkommen konnen.

Da die k-Lookahead-Simulationen gréf3enmaflig zwischen den entspre-
chenden Simulationen und Laufinklusionen liegen, ibertragt sich die
Eigenschaft GFP der Relationen aus Bemerkung 2 auch auf die Pruning-
Relationen, wenn k-Lookahead-Simulationen statt Laufinklusionen als
Grundlage dienen.

Abbildung 2.6 zeigt ein Beispiel fiir die Transitionsstutzung auf einem
NBA. Vor der Stutzung sind sechs Transitionen vorhanden. Da der Zu-
stand g, den Zustand g, sowohl direkt als auch riickgerichtet simuliert,
konnen die Transitionen (g, 4, q,) und (4,4, q3) entfernt werden, da
sie durch die Transitionen (g, 4, q,) bzw. (41,4, q3) iberdeckt werden,
ohne die akzeptierte Sprache zu dndern. Dadurch wird der Zustand g,
zu einem toten Zustand und kann in einem néachsten Schritt entfernt
werden.

2.5.3 Reduktion durch Quotientenbildung

Nachdem die Anzahl der Zustiande durch Entfernen toter Zustdnde und
die Anzahl der Transitionen durch Transitionsstutzung reduziert wurden,
steht noch eine weitere Moglichkeit zur Verfiigung, um die Anzahl der
Zustande zu verringern. Diese besteht darin, 4quivalente Zusténde in dem
Automaten zusammenzufassen und somit einen kleineren Automaten zu
erhalten.
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Abbildung 2.6: Beispiel fiir die Transitionsstutzung eines NBAs. Die Kan-
tenfolge von g iber g, nach g3 wurde entfernt, da sie
durch die Kantenfolge von ¢ iiber 41 nach g5 vollstandig
iiberdeckt wird.

Sy

Im Folgenden betrachten wir einen NBA A = (%,Q,I,A,F) und eine
Quasiordnung C auf Q, diese induziert eine Aquivalenzrelation ==1
N C.

Sei g € Q ein Zustand aus A, dann bezeichnet [g] die Aquivalenzklasse
von q bzgl. =. Fiir eine Teilmenge von Zustanden P C Q bezeichnet
[P] = {[p]|p € P} die Menge der Aquivalenzklassen.

Definition 2.19 Quotientenautomat [CM13]
Der Quotientenautomat eines Automaten A beziiglich C ist definiert als
A/C:=(X,Q,I',N,F) mit

Q' =1[QJ

I'={[g1eQ'13j€l: 7€ [q]},

F={[qgleQ13jeF:4€[q]}und

A ={(q;),0,19;]) € Q' xEx Q| 3G; € [q:1,9; € [g;] :
(qi,0,4;) € A}.

Offensichtlich existiert fiir jeden Lauf g 2o, q1 2L, .. in A ein ent-

sprechender Lauf [gg] 2, (1] A, i in A/C, dieser ist initial/fair,
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wenn der Ausgangslauf initial/fair ist.

Definition 2.20 Good for Quotienting (GFQ) [CM13]
Eine Quasiordnung C ist fiir die Quotientenbildung geeignet (engl. Good
for Quotienting (GFQ)), gdw. A /C ~ A gilt.

Die direkte Simulationen C4 und verzogerte Simulation Cde sind PTI-
ME-berechenbare GFQ Quasiordnungen [EWS01]. Die faire Simulation
Cf ist zwar PTIME-berechenbar nicht jedoch GFQ[HKR02]. Entspre-
chend ist die riickgerichtete Simulation TP eine PTIME-berechenbare
GFQ Quasiordnung [CM13]. Die direkte und die riickgerichtete Laufin-
klusion sind GFQ Quasiordnungen [Ete02; CM13]. Da bereits die faire
Simulation nicht GFQ ist, ist auch die faire Laufinklusion nicht GFQ. Eben-
so ist die verzogerte Laufinklusion nicht GFQ [Cle11]. Auch die direkte k-
Lookahead-Simulation =541 und die riickgerichtete k-Lookahead-Simu-
lation CXPW sind GFQ Quasiordnungen, da sie gréenmifig zwischen
den entsprechenden Simulationen und Laufinklusionen liegen.

Abbildung 2.7 zeigt ein Beispiel fur die Quotientenbildung auf einem NBA.
Da die Zustande ¢, und ¢, sich gegenseitig direkt simulieren, sind sie
aquivalent und konnen bei der Quotientenbildung beziiglich der direkten
Simulation miteinander zu dem Zustand [g; ] verschmolzen werden. Die
iibrigen Zustiande g und g3 stehen in keiner Simulationsbeziehung zu
anderen Zustdnden und kénnen daher auch nicht kombiniert werden.
Sie werden im Quotientenautomaten zu [gy] und [g3].

2.5.4 Minimierungverfahren auf NBAs

Ausgehend von den in den vorherigen Unterabschnitten vorgestellten
Minimierungstechniken werden in [CM13] verschiedene Vorgehen zur
Minimierung von expliziten NBAs beschrieben, die die in den vorher-
gehenden Abschnitten erlduterten Techniken der Quotientenbildung
und der Transitionsstutzung auf verschiedene Arten kombinieren. Zu-
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Abbildung 2.7: Beispiel fiir die Quotientenbildung auf einem NBA. Die
Zustande g, und g, wurden verschmolzen zu einem Zu-

stand [g;]. Die Zustinde g, und g3 konnen nicht kombi-
niert werden.

S

dem werden die toten Zustande im Laufe der verschiedenen Verfahren
entfernt.

Im Folgenden werden die k-Lookahead-Simulationen aus
Unterabschnitt 2.4.1 als Unterapproximationen der in Abschnitt 2.3 be-
schriebenen Laufinklusionen verwendet, da diese nicht effizient berech-
net werden koénnen, gleichzeitig aber grolere Simulationsrelationen
benoétigt werden, als mit den Simulationen aus Abschnitt 2.2 erreicht
werden kann. Im Speziellen werden

— direkte k-Lookahead-Simulation <¥di gstatt direkter Laufinklusion
cd,

— verzogerte k-Lookahead-Simulation <¥-9€ statt verzogerter n-Peb-
ble-Simulation,

— faire k-Lookahead-Simulation <¥f statt fairer Laufinklusion Cf
und

~ riickgerichtete k-Lookahead-Simulation <*¥PW statt riickgerichte-
ter Laufinklusion CP" verwendet.
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2.5 Minimierung von NBAs

Auf Basis dieser k-Lookahead-Simulationen konnen verschiedene Pru-
ning-Relationen bestimmt werden.

- P(d, <k-diy besagt, dass eine Transition (g;, 7, qj) durch eine an-
dere Transition (g}, , q]'.) iiberdeckt wird, wenn die beiden Aus-

gangszustande iibereinstimmen g; = ¢; und der Folgezustand
q; durch den Zustand g; mit Lookahead k direkt simuliert wird

- P(<FPW,id) besagt, dass eine Transition (g;, 0, qj) durch eine
andere Transition (g;, 7, q}) iiberdeckt wird, wenn die beiden Fol-
gezustidnde iibereinstimmen q; = ¢; und der Anfangszustand ¢;
durch den Zustand g; mit Lookahead k riickgerichtet simuliert
wird g; <kbw ;-

- P(Ebw, ﬁk'di) besagt, dass eine Transition (g;, 0, q]-) durch eine
andere Transition (q;, o, q;) iberdeckt wird, wenn der Anfangs-
zustand ¢q; durch den Zustand q; riickgerichtet simuliert wird
q; chw q; und der Folgezustand q; durch den Zustand g; mit

Lookahead k direkt simuliert wird ¢; <k-di ;-

- p(kbw diy besagt, dass eine Transition (g;, 7, qj) durch eine
andere Transition (q;, o, q]’-) iberdeckt wird, wenn der Anfangs-
zustand g; durch den Zustand q; mit Lookahead k riickgerichtet
simuliert wird g; <kbw q; und der Folgezustand ¢; durch den

Zustand q; direkt simuliert wird g; cdi ;-

- Rt(<k'f) besagt, dass eine Transition (g;, 7, qj) durch eine andere
Transition (g}, o, q]’-) tiberdeckt wird, wenn (g, o, q]’-) transient
ist, also zwischen den starken Zusammenhangskomponenten des
Automaten verlduft. Zusétzlich muss der Folgezustand g; durch

o . k-di
den Zustand q; fair simuliert werden q; <% ;.
Durch Verwendung dieser Relationen zur Stutzung der Transitionen

werden alle uiberfliissigen Transitionen aus dem NBA entfernt, da diese
nicht entscheidend fiir die Akzeptanz eines Wortes sind.
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2 Grundlagen der expliziten Automatenminimierung

Fir die Quotientenbildung werden verzogerte k-Lookahead-Simulation
<k-de ynd rickgerichtete k-Lookahead-Simulation <k-bW yerwendet.
Zwei Zustande g und g werden verschmolzen, wenn sie entweder in
Vorwirtsrichtung oder in Riickwértsrichtung nicht unterscheidbar sind
q ﬁk—x 5], Aq Zk—x qr.

Die so ndher bestimmten Minimierungstechniken werden in [CM13]
auf zwei Arten verkniipft und bilden somit zwei verschiedene Verfahren
zur Minimierung expliziter NBAs. Die Korrektheit der Minimierungs-
techniken ergibt sich daraus, dass nur passende Quasiordnungen als
Grundlage der Minimierung dienen. Fiir die Stutzung von Transitionen
werden ausschliefllich GFP Quasiordnungen P verwendet, sodass fiir
den gestutzten Automaten Prune(A, P) ~ A gilt. Da auch die Quoti-
entenbildung ausschliellich mit GFQ Quasiordnungen C durchgefiihrt
wird, gilt fiir den Quotientenautomaten immer A/C ~ A. Das Ent-
fernen toter Zustande kann aufgrund ihrer Definition keinen Einfluss
auf die akzeptierte Sprache des Automaten haben. Daher gilt fir alle
Minimierungsverfahren, die ausschlie8lich die vorgestellten Techniken
verwenden, dass sie in dem Sinne korrekt sind, dass sie die akzeptierte
Sprache des Ausgangsautomaten nicht verdndern.

Heavy-k

Die Variante Heavy-k aus Algorithmus 2.1 wendet alle bisher vorge-
stellten Techniken wiederholt an, bis ein Fixpunkt erreicht wird. Der
erreichte Fixpunkt stellt dabei nur ein lokales Minimum im Raum der
moglichen Automaten dar, die dieselbe Sprache wie der Ausgangsauto-
mat akzeptieren [CM13].

In jeder Iteration des Verfahrens werden

1. zuerst die toten Zustande enfernt,

2. werden die Transitionen des Automaten bzg. der GFP Relationen
mit Lookahead k gestutzt und abschliefend

3. wird der Quotient des Automaten bzgl. <¥9¢ und <¥PW gebildet.
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Algorithm 2.1 Minimierungsverfahren Heavy-k
input: A = (X,Q,I,A, F)

3. procedure HEAvy-k(A)
repeat
last —« A
6: forallg € Qdo
if g ist tot then
Q<Q\yg
9: end if
end for
A < Prune(A, P(id, <*-diy)
12: A « Prune(A, P(<*¥PW, id))
A < Prune(A, P(Chw, <k-diy)
A « Prune(A, P(<kbw diy)

15: A <« Prune(A, R, (<kf))
A — A/ﬁk’de
A — A/ﬁk—bw
18: until A = last
return A

end procedure
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2 Grundlagen der expliziten Automatenminimierung

Das Ergebnis der Minimierung kann mit den vorgestellten Techniken
nicht weiter minimiert werden und stellt somit ein lokales Minimum fiir
die Automatengrofie dar.

Light-k

Die Variante Light-k aus Algorithmus 2.2 wird in [CM13] nur beschrieben,
um eine Vergleichbarkeit mit anderen in der Literatur beschriebenen
Minimierungen zu erhalten. Das Verfahren durchlduft nur eine Iteration,
in der

1. zuerst die toten Zustande entfernt werden und

2. danach der Quotient des Automaten bzgl. <¥"4¢ bestimmt wird .

Algorithm 2.2 Minimierungsverfahren Light-k
input: A = (X,Q,I,A,F)

3. procedure LiGHT-k(A)
forallg € Qdo
if g ist tot then

6: Q<Q\¢q
end if
end for
9: A« A//ﬁk_de
return A

end procedure

Das Verfahren zeigt die Auswirkungen des k-Lookaheads auf die Minimie-
rung, wenn nur ein einziger Quotientenbildungsdurchgang ausgefiithrt
wird.
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3 Symbolische Automaten und deren
Minimierung

Im vorherigen Kapitel wurde das von Clemente und Mayr in [CM13]
beschriebene Minimierungsframework eingefiihrt, dieses wollen wir in
diesem Kapitel auf zwei Abwandlungen der bekannten nichtdeterminis-
tischen Biichi-Automaten tibertragen.

In Abschnitt 3.1 werden wir zuerst die nichtdeterministischen Biichi-Au-
tomaten mit symbolischer Transitionsbedingung als Abwandlung der ex-
pliziten NBAs aus Abschnitt 2.1 definieren. Der Abschnitt 3.2 beschreibt,
wie die verschiedenen Simulations- und k-Lookahead-Simulationsrela-
tionen aus Abschnitt 2.2 und Unterabschnitt 2.4.1 auf die neu definierten
Automaten iibertragen werden kénnen und ausgehend davon auch die
Berechnung dieser Relationen. Aufbauend auf den so berechneten Rela-
tionen beschreibt Abschnitt 3.3 dann auch die Minimierung der NBAs
mit symbolischen Transitionsbedingungen.

In dem darauf folgenden Abschnitt 3.4 werden vollstindig symbolisch re-
prdsentierte nichtdeterministisch Biichi-Automaten definiert. Diese weiten
die symbolische Beschreibung von Automaten auch auf deren Zustands-
menge aus. Die Berechnung der Simulations- und k-Lookahead-Simula-
tionsrelationen auf den so erweiterten Automaten wird in Abschnitt 3.5
beschrieben. In Abschnitt 3.6 wird dann auch das Minimierungsframe-
work tibertragen.
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3 Symbolische Automatenminimierung

3.1 Nichtdeterministische Biichi-Automaten mit
symbolischer Transitionsbedingung
(SNBAs)

Wie bereits in der Einleitung erwiahnt, weisen die Eingabealphabete
der in der Verifikation verwendeten Automaten haufig eine bestimmte
Struktur auf. Die symbolische Beschreibung der Transitionsbedingungen
dieser Automaten nutzt die Struktur ihrer Eingabealphabete, um die
Automaten deutlich praziser beschreiben zu kénnen. Dies fihrt auch zu
einer Steigerung der Effizienz ihrer Verarbeitung.

Daher werden wir in diesem Abschnitt die expliziten NBAs aus Ab-
schnitt 2.1 so erweitern, dass die Bedingung fiir einen Zustandsiibergang
zwischen ihren Zustidnden nicht mehr explizit durch Aufzahlung der
moglichen Eingabesymbole beschrieben wird. Stattdessen wird die Bedin-
gung auf Basis einer symbolischen Reprisentation des Eingabealphabets
durch eine Formel beschrieben. Automaten tiber symbolischen Alphabe-
ten wurden bereits in [Vea13] definiert, dort jedoch nur fiir Automaten
auf endlichen Worten.

Bevor wir jedoch die symbolisierten NBAs definieren, beschreiben wir in
Unterabschnitt 3.1.1, wie eine beliebige endliche Menge iiber einer pas-
senden Reprasentationsdomine symbolisch beschrieben werden kann.
Darauf aufbauend definieren wir dann in Unterabschnitt 3.1.2 die nicht-
deterministischen Biichi-Automaten mit symbolischen Transitionsbedin-
gungen.

3.1.1 Symbolische Mengenbeschreibung

In diesem Unterabschnitt beschreiben wir zuerst, wie eine beliebige end-
liche Menge X iiber einer passenden Repréasentationsdoméne symbolisch
reprisentiert werden kann. Aulerdem veranschaulichen wir das Konzept
in einem Beispiel, das uns fiir das weitere Vorgehen als Referenz dienen
soll.
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3.1 Symbolische Biichi-Automaten (SNBAs)

Im Folgenden bezeichnen wir mit B die zweiwertige booleschen Alge-
bra iiber der Menge {L, T}. Fiir eine Menge P von aussagenlogischen
Variablen bezeichnen wir mit B(P) die Menge aller aussagenlogischen
Formeln tiber P, die nach den tiblichen Regeln gebildet werden. Mit B (P)
bezeichnen wir die Menge aller Belegungen 3 : P — B der Variablen aus
P. Jede k-stellige boolesche Funktion kann durch eine aussagenlogische
Formel tiber k Variablen beschrieben werden.

Jede endliche Teilmenge T einer Menge X kann symbolisch reprasentiert
werden, daftir wird die charakteristische Funktion der Menge T sym-
bolisch beschrieben. Die charakteristische Funktion der Menge T ist
Xt : X - B mit

T falsx e T,

1 sonst.

Xr(x) = {

Um alle Teilmengen von X zu kodieren, benétigt man n = [logle I
boolesche Variablen Vy = {0, ...,v,,_1}. Mit Vi = B!Vx! bezeichnen
wir die Menge der durch boolesche Funktionen tiber Vy repréisentierba-
ren Elemente. Wir bezeichnen die Menge Vy und die Reihenfolge ihrer
Elemente auch als Représentationsdoméne von X.

Die injektive Funktion cy : X — V kodiert jedes Element von X durch
genau einen Bitvektor (v, vy ...,7,_1) € Vx, den wir auch mit x be-
zeichnen. Mit ¢ : X — B(Vx) bezeichnen wir die Kodierungsfunktion,
die jedes Element von X durch genau eine aussagenlogische Formel
@ € B(Vy) kodiert, fiir die gilt cx (x) F ¢. Zur einfacheren Darstellung
verwenden wir das Symbol cy fiir beide Kodierungsfunktionen, wenn
sich die verwendete Funktion aus dem Kontext ergibt. Zudem erweitern
wir die Kodierungsfunktion wie iiblich auf Mengen:

cx(M) = {cx(m) |m € M}

Um nun eine Teilmenge T symbolisch zu reprasentieren, interpretieren
wir die charakteristische Funktion x als boolesche Funktion fr von der
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3 Symbolische Automatenminimierung

Form fr : Vx — B. Die symbolische Funktion fr ergibt sich wie folgt
aus der Mengenzugehérigkeit von T

frO0 = fr@g, o, v0-1) =\ (r (0 Aex () = \[ ex(®).

xeX teT

Beispiel 3.1. Um alle Teilmengen von X = {4, b, ¢, d} zu kodieren beno-
tigen wir eine Reprisentationsdoméne Vy = {cq, c1} mit zwei Variablen
¢o und c¢;. Die Kodierungsfunktion cy ist dann wie folgt definiert

cx(@a) = (L, 1) cx(0) =(L,T)  cx(@=(T,L) cx@d=(T,T)

CAx(a> = g N\ 0Cq CAx(b) =g N Cq CAx(C) =cg N\ Cq (fx(d) =cogN\Cq

Der Teilmenge T = {a,b} C X wird die charakteristische Funktion xr
zugeordnet mit

xr@ =T xr0) =T xr)=1 xrd =1
Die charakteristische Funktion von T kénnen wir durch die folgende
boolesche Funktion symbolisch reprasentieren

fr(co,c1) = cx(a) v cx(b)
= (=cg A =C1) V (=¢g A €q)

= (-

Zur Probe betrachten wir die Auswertung von fr fiir verschiedene Bele-
gungen von Vy

fT(Cx(a)) =T fT(Cx(b)) =T fT(Cx(C)) =1 fT(Cx(d)) = 1.
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3.1 Symbolische Biichi-Automaten (SNBAs)

3.1.2 Einfiihrung von NBAs mit symbolischer
Transitionsbedingung

Im Folgenden wollen wir die im vorherigen Unterabschnitt beschrie-
bene Eigenschaft endlicher Mengen nutzen, um nichtdeterministische
Biichi-Automaten mit symbolischen Transitionsbedingungen zu defi-
nieren. Diese sind dem bereits bekannten NBA aus Definition 2.1 sehr
ahnlich, beschreiben die Transitionsbedingungen jedoch nicht explizit
durch Aufziahlen der méglichen Eingabesymbole, sondern durch eine
aussagenlogische Formel, die die Teilmenge der moglichen Eingabesym-
bole symbolisch beschreibt. Jede Kante im symbolischen Automaten
beschreibt daher eine Menge von Transitionen im expliziten Automa-
ten.

Definition 3.1 Symbolischer Nichtdeterministischer Biichi-Automat
(SNBA)

Ein symbolischer nichtdeterministischer Biichi-Automat (SNBA) ist ein 6-
Tupel A = (Vy,fs,Q, 1,6, F), wobei

- Vy die Menge der Reprdsentationsvariablen von X,

- fs :®B(Vy) — B eine Funktion, die die giiltigen Belegungen von
Vs beschreibt,

Q eine endliche Menge von Zustdnden,

I C Q eine Menge von initialen Zustianden,

6 :QxQ — B(Vy) die Transitionsfunktion und

- F C Q eine Menge von akzeptierenden Zustéanden ist.

Ein SNBA A kann auch als Graph reprisentiert werden. Abbildung 3.1
zeigt ein Beispiel eines einfachen SNBAs A sowohl durch mathematische
Strukturen beschrieben, als auch seine grafische Représentation. Unter
Verwendung der Kodierungsfunktion aus Beispiel 3.1 akzeptiert der
Automat nach Umkodierung auf explizite Worte die dieselbe Sprache
wie der Automat aus Abbildung 2.1.

Befindet sich der Automat zu Beginn in Zustand ¢, dann verbleibt er in
diesem Zustand, solange er Eingaben 8 € B (Vy) liest, fiir die B(cq) =
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3 Symbolische Automatenminimierung

Vs ={cp,c1}
fZ(COI C1> = true
Q= {90, 91}
I = {90}

0= (g0, q41) = c1,
(g1,91) — true}

F= {5]1}

Abbildung 3.1: Beispiel fiir einen einfachen SNBA A in mathematischer
und graphischer Darstellung. Unter Verwendung der Ko-
dierungsfunktion aus Beispiel 3.1 akzeptiert der Automat
nach Umkodierung auf explizite Worte die gleiche Spra-
che {uvw € £ |u € {b,d}*,v € {¢,d} und w € X%}
wie der Automat aus Abbildung 2.1.

T gilt. Liest er hingegen eine Eingabe mit B(cy) = T, wechselt er von
go nach ¢,. Gilt fiir eine Eingabe sowohl B(cy) = T alsauch (c;) = T,
so trifft der Automat nichtdeterministisch eine Wahl zwischen g, und ¢;.
Wenn stattdessen B(cy) = L und B(cq) = L gilt, verwirft der Automat
die Eingabe und akzeptiert das Wort nicht. Befindet sich der Automat
stattdessen in gq, so verbleibt der Automat fiir jede mégliche Eingabe in
g1 und akzeptiert das Wort, da fiir alle B € B (Vy) gilt, dass B F true.

Eine Transition zwischen zwei Zustédnden g; und q; des Automaten exis-
tiert, gdw. eine Belegung B € B (Vy) existiert, fiir die S(J(g;, q]')) N

fs (B) gilt. Wir schreiben dann auch g; 2, q; € 6. Fir p € B(Vy) ist
eine B-Transition g; LR q; eine Transition g; 2, q;, fur die ¢ gilt.

Aus Griinden der einfacheren Darstellung nehmen wir an, dass die be-
trachteten Automaten vorwdrts und riickwdrts vollstindig sind: Es existie-
ren fiir jeden Zustand ¢; € Q und jede Belegung 8 € *B(Vy) Zustande
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3.1 Symbolische Biichi-Automaten (SNBAs)

4 ¢ -
Gn,q; € Q,sodassq; — q; ESAPE @undg, — q; ESABE ¢ gilt.
Auch ein symbolischer NBA kann durch Hinzufiigen zweier Zustiande
und zweier Transitionen pro Zustand vervollstandigt werden.

Ein unendlicher Lauf von A iiber einem unendlichen Wortw = By, ... €

B(Vy)“ beginnt in einem beliebigen Zustand gy € Q und ist eine un-

endliche Folge von Transitionen 71 = g 2o, 7 L, o mit Vi >0:

Bi E ¢;.

Die Eigenschaften initial, fair und akzeptierend sind entsprechend dem
expliziten NBA aus Definition 2.1 definiert. Der SNBA A akzeptiert die
Sprache

L(A) = {w € Z¥ A hat mindestens einen akzeptierenden Lauf auf w}.

Lemma 3.1
Filrjedgn expliziten NBA A = (X,Q,1,A,F) existiert ein symbolischer
SNBAA = (Vs,fs,Q,1,6,F) mitcy (L(A)) = L(A).

Fiir die folgenden Beweise erweitern wir die Funktion cy, zu ¢y’ : 2 —

e (xw) = ¢y (x)cg (w) mit x € Lund w € Z¢.

Wir verwenden jedoch das Symbol cs sowohl fiir die Funktion cy als
auch fiir die Funktion c§’.

Beweis. Sei A = (%,Q,I,A,F) ein beliebiger NBA. Wir konstruieren
einen SNBA A = (Vy,fs,Q,1,6,F), indem wir die Mengen Q, [ und F
iibernehmen und ansonsten wie folgt vorgehen:

1. Wir erzeugen eine Reprasentationsdoméne Vs = {vy,01,...,7,_1}
mitn = [logZIZI], iber der die ¢ € X reprisentiert werden. Die
Funktion cy : £ — B(Vy) kodiert jedes ¢ € X eindeutig als
Bitvektor iiber V.
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3 Symbolische Automatenminimierung

2. Die giiltigen Eingaben werden beschrieben durch

fe= \/ cx(0).

cEX

3. Wir konstruieren die Transitionsfunktion § : Qx Q — B(Vy) wie
folgt:
8@iap =\ es(o)

(qi,U/q}')EA

Wir zeigen zuerst cx (L(A)) C L(A):

Seiw € L(A) C X% ein beliebiges Wort, das der Automat A ak-

zeptiert. Daraus folgt, dass in A ein akzeptierender unendlicher Lauf
0 = qo »@, 1 =, .. tiber w mit gy € [ und inf(p) N F #

existiert.

Dann existiert aber auch in A ein Lauf 0 =1qo S, q1 n, .. , fiir den

Vi > 0: cg(w(i)) E ¢; sowie gy € I und inf(p) N F # @ gilt. Damit
akzeptiert auch A das Wort ¢s (w) undes giltw € L(A) = cx(w) €
LA).

Jetzt zeigen wir noch cx, (L(A)) D L(A):

Seics (w) € OC(A) C B (V5 )« ein beliebiges Wort, das der Automat A
akzeptiert. Daraus folgt, dass in A ein akzeptierender unendlicher Lauf
0 =14 o, 1 RN existiert, fiir den Vi > 0 : cx (w) (i) F ¢; sowie
go € [ und inf(p) N F # @ gilt.

[ (%
Dann existiert aber auch in A ein Lauf p = gy — q; — -, fiir

den Vi > 0 : w(i) = 0; sowie gy € I und inf(p) N F #_@ gilt. Damit
akzeptiert auch A das Wort w und es gilt cs (w) € L(A) = w e

Daraus folgt ¢y, (L(A)) = L(A). O

Lemma 3.2 .
Fiir jeden symbolischen SNBA A = (VerZ/ Q,1,6,F) existiert ein expli-
ziter NBA A = (£,Q,I, A F) mitcs' (L(A)) = L(A).
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3.1 Symbolische Biichi-Automaten (SNBAs)

Beweis. Sei A = (Vs,fs,Q,1,9,F) ein beliebiger SNBA. Wir konstruie-
ren einen NBA A = (X, Q,I, A, F), indem wir die Mengen Q, I und F
iibernehmen und ansonsten wie folgt vorgehen:

1. Wir erzeugen ein Eingabealphabet aus der Potenzmenge S = 2=,
Die Funktion Cil :B(Vys) — S kodiert jede Belegung von Vs
eindeutig als ein Element von S. Das Eingabealphabet 2. wird dann
bestimmt durch

={s € Slfs(cs(s))}
2. Wir konstruieren die Transitionsrelation A C Q x X x Q wie folgt:

A ={(q:,04,9,) | cs(07) F 6(4;,9;)}

Wir zeigen zuerst ¢z (L(A)) C L(A):

Seiw € L(/L) C B(Vs)“ ein beliebiges Wort, das der Automat A
akzeptiert. Daraus folgt, dass in A ein akzeptierender unendlicher Lauf
0 = qo o, J1 P, ... existiert, firr den Vi > 0 : w(i) E @; sowie
go € [und inf(p) N F # O gilt.

[ (%%
Dann existiert aber auch in A ein Lauf p = gy —> qq —> -, fiir

den Vi > 0 : cg'(w(i)) = 0; sowie gy € I und inf(p) N F # @ gilt.
Damit akzeptiert auch A das Wort Cil (w) und es gilt w € LA) =
st (w) € L(A).

Jetzt zeigen wir noch cx! (L(A)) D L(A):

Sei Cil(w) e L(A) C X% ein beliebiges Wort, das der Automat A
akzeptlert Daraus folgt, dass in A ein akzeptierender unendlicher Lauf
0 =1qo 2o, T1 1, ... iber czl(w) existiert mit Vi > 0 : Czl(w(l)) =
o; sowie gy € I und inf(p) N F # @.

Dann existiert aber auch in A ein Lauf ¢ = ¢, o, 1 L1, o i

den Vi > 0 : w(z) F @; sowie gy € [ und inf(p) N F+0 gilt. Damit
akzeptlert auch A das Wort w und es gilt slw) € LA) = we
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3 Symbolische Automatenminimierung

Daraus folgt ¢! (L(A)) = L(A). O

Theorem 3.3
NBAs und SNBAs sind gleichmdchtig.

Der Beweis folgt direkt aus Lemma 3.1 und Lemma 3.2.

3.2 k-Lookahead-Simulationen auf
symbolischen nichtdeterministischen
Buchi-Automaten

In diesem Abschnitt beschreiben wir, wie die Simulations- und k-Loo-
kahead-Simulationsrelationen aus Abschnitt 2.2 und Unterabschnitt 2.4.1
auf symbolische NBAs tibertragen werden.

Wir werden jedoch die Simulationsrelationen aus Abschnitt 2.2 auf sym-
bolischen NBAs nicht gesondert betrachten, da sie auf symbolische
k-Lookahead-Simulationen mit Parameter k = 1 abbildbar sind.

Weiterhin betrachten wir die symbolischen Laufinklusionsrelationen
nicht, da bereits die Laufinklusionsrelationen aus Abschnitt 2.3 auf expli-
ziten NBAs nicht effizient berechenbar sind.

Stattdessen iibertragen wir die k-Lookahead-Simulationen, die in Unter-
abschnitt 2.4.1 auf NBAs definiert werden, auf SNBAs. Dabei machen
wir uns zunutze, dass die Definitionen im Wesentlichen nur von den
wihrend der Simulationsspiele besuchten Zustdnden des Automaten
abhangen. Danach werden wir auch die Vorgénger-Operatoren aus Un-
terabschnitt 2.4.2 entsprechend iibertragen.

3.2.1 Ubertragung der Definitionen

Da sich viele Definitionen auf expliziten NBAs ohne Anpassung auf
symbolische NBAs iibertragen lassen, werden wir im Folgenden nur
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3.2 Symbolische k-Lookahead-Simulationen

die Definitionen erneut auffithren, die auf SNBAs angepasst werden
miissen.

Wie zuvor kann die symbolische k-Lookahead-Simulationsbeziehung
zweier Zustinde g und §, formal als ein Spiel zwischen zwei Spielern be-
schrieben werden. Das symbolische k-Lookahead-Grundspiel G , (9, §o)
andert das explizite k-Lookahead-Grundspiel aus Definition 2.10 so ab,
dass Spoiler und Duplikator symbolische Transitionsfolgen mit passen-
den Belegungen f; wihlen anstatt expliziter Transitionsfolgen.

Definition 3.2 Symbolisches k-Lookahead-Grundspiel

Sei A = (Vy,fs,Q,1,6,F) ein beliebiger SNBA. Dann wird das symbo-
lische k-Lookahead-Grundspiel G ) (4o, §o) auf A gespielt, indem Spoiler
und Duplikator symbolische Transitionsfolgen mit passenden Belegun-
gen f; wihlen.

Zu Beginn von Runde i befindet sich das Spiel in der Konfiguration
(9i»4;) und Spoiler beginnt:

1. Spoiler wahlt eine Folge von k zusammenhéngenden symbolischen

T ey Pi Piv1 Pitvk-1 ie k d
ransitionen q; — ;1 —— - Ji,x SOwWle k passende

Belegungen f; mit Vi < j <i+k:f; F ¢, aus.

2. Duplikator wihlt eine Zahl 1 < m < k aus und antwortet mit einer

den Fol T -, ~ P L Pir1 Pirm-1
passenden Folge von m Transitionen §; — ;1

3. Die verbleibenden, von Spoiler gewiahlten, Transitionen werden
ignoriert und die neue Konfiguration ist (§; 4, §i1m)-

Entweder endet das Grundspiel vorzeitig und Spoiler gewinnt das Spiel,
oder es lduft unendlich lange. Dabei werden zwei unendliche symbolische
Laufe p = g, 2o, J1 RANO und p = g o, q1 a, produziert, die
sich aus den gewahlten Transitionen ergeben. Wie zuvor bezeichnen wir
(o, P) auch als das Resultat des Grundspiels.
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3 Symbolische Automatenminimierung

Da der Automat als vollstindig angenommen wird, miissen die von Spoi-
ler gewahlten Belegungen fiir Vs nicht zwingend giiltig sein. Ungiltige
Belegungen kénnen nur in die Vorwértssenke L fithren, die dafiir ge-
wihlte Transition steht allerdings auch Duplikator immer zur Verfiigung,
daher hat dies keine Auswirkungen auf die berechnete Simulationsrela-
tion.

Das symbolische riickgerichtete k-Lookahead-Grundspiel G, (9o, Jo)
andert das explizite riickgerichtete k-Lookahead-Grundspiel aus Definiti-
on 2.11 so ab, dass Spoiler und Duplikator symbolische Transitionsfolgen
in Riickrichtung mit passenden Belegungen ; wihlen anstatt expliziter
Transitionfolgen.

Definition 3.3 Symbolisches riickgerichtetes k-Lookahead-Grundspiel
Sei A = (Vyg,fs,Q,1,6,F) ein beliebiger SNBA. Dann wird das symbo-
lische riickgerichtete k-Lookahead-Grundspiel G , (4o, §o) auf A gespielt,
indem Spoiler und Duplikator symbolische Transitionsfolgen in Riick-
richtung mit passenden Belegungen f; wihlen.

Zu Beginn von Runde i befindet sich das Spiel in der Konfiguration

(9i,49;) und Spoiler beginnt:

1. Spoiler wahlt eine Folge von k zusammenhangenden symbolischen
i Pi+1 Pi+k-1

riickwartsgerichteten Transitionen g; il Jiv1
qi+k sowie k passende Belegungen f; mit Vi <j <i+k: B F ¢;
aus.

2. Duplikator wahlt eine Zahl 1 < m < k aus und antwortet mit

einer passenden Folge von m riickwartsgerichteten Transitionen

~ Pi L i1 Pizm-1 4 . . . . ~
Gi e Grq Qiom it Vi< j<i+m: Bk ).

3. Die verbleibenden, von Spoiler gewiahlten, Transitionen werden
ignoriert und die neue Konfiguration ist (§;4,,,, §i1m)-

Fiir das riickgerichtete Grundspiel gelten die gleichen Hinweise zu un-
giiltigen Belegungen wie auch fiir das vorwértsgerichtete Grundspiel.
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Hier ist jedoch die Riickwirtssenke L, unerheblich fiir die berechnete
Simulationsrelation.

Aufbauend auf dem symbolischen k-Lookahead-Grundspiel kénnen nun
wie schon zuvor die symbolischen x-Simulationsspiele definiert werden.
Wie bereits in Unterabschnitt 2.4.1 konnen die Definitionen 2.3, 2.5 und
2.6 unverdndert auch auf die k-Lookahead-Simualtionen auf SNBAs
ibertragen werden.

Auf die gleiche Weise sind auch k-Lookahead-Simulationen aus Definiti-
on 2.12 ohne Anpassung auf SNBAs iibertragbar.

3.2.2 Berechnung der k-Lookahead-Simulationen

Nachdem wir im vorherigen Abschnitt die Simulationen und k-Lookahead-
Simulationen auf SNBAs iibertragen haben, beschreiben wir nun, wie
diese Relationen auf SNBAs berechnet werden konnen.

Wie zuvor beschrieben, gehen wir davon aus, dass die betrachteten
Automaten vollstandig sind. Sollte der Automat nicht vollstidndig sein,
kann er wie folgt vervollstandigt werden.

Sei A = (Vy,fs,Q,1,6,F) ein beliebiger SNBA. Der vollstindige SN-
BA kann berechnet werden, indem zwei Zustdnde Lj, und L; zur Zu-
standsmenge und entsprechende Transitionen von und zu allen anderen

Zustanden hinzugefiigt werden. Dann ergibt sich fiir den vollsténdigen
SNBA A/ = (Vz,fz, QI,I, 5/,1:) mit

Q' =QU{Ly Ly
und 6" : Q' x Q" - B(Vy) mit
0" (9i,q;) = 6(q:,9) V (q; = Lp) V (q; = Lp)
Wir beginnen damit, den expliziten Vorganger-Operator CPredi : 2Q%
2Q% aus Definition 2.13 in Unterabschnitt 2.4.2 auf SNBAs zu ibertragen,

dafiir iibertragen wir den CPredi—Operator auf symbolische Transitons-
funktionen.
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3 Symbolische Automatenminimierung

Definition 3.4 Direkter Vorganger-Operator auf SNBAs

Sei A = (Vx,Q,1,6,F) einbeliebiger SNBA und X eine beliebige Menge
von Konfigurationen im symbolischen direkten Simulationsspiel auf A.
Dann ist der direkte Vorgdnger-Operator auf SNBAs CPre?)i :2Q% L, @
definiert durch:

(<j<m:q;€EFNG; &F)

V (G ) eX}

Der CPregi—Operator liefert die Menge der Konfigurationen des symbo-
lischen direkten Simulationsspiels auf A, aus denen Spoiler innerhalb
von einer Runde das direkte Simulationsspiel gewinnt oder es in eine
der Konfigurationen aus X zwingen kann, ohne das Spiel zu verlieren.

Fiir die Berechnung des CPres,w—Operators auf SNBAs iibertragen wir

wie zuvor den expliziten Operator CPre™ aus Definition 2.14 auf sym-
bolische Transitionen.

Definition 3.5 Riickgerichteter Vorganger-Operator auf SNBAs

Sei A = (Vx,Q,1,6,F) einbeliebiger SNBA und X eine beliebige Menge
von Konfigurationen des symbolischen direkten Simulationsspiels auf
A. Dann ist der riickgerichtete Vorgdnger-Operator auf SNBAs CPreS,W :
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2Q% _, 2Q? definiert durch:

CPreZW(X) = {(Clo/%) ‘ 3 (‘70 Lo 71 LB ‘1k> :
VO<m<k:

- Bo . P Bm-1 .
V(qo«—oqlé--w—lqm):

(<j<m:q;€FNG &F)

V(E0<sj<sm:q €ING &I

V Gmr Gm) EX}

Der CPret(;w—Operator berechnet die Menge der Konfigurationen des
riickgerichteten Simulationsspiels auf SNBAs, aus denen Spoiler inner-
halb von einer Runde das riickgerichtete Simulationsspiel gewinnt oder
es in eine der Konfigurationen aus X zwingen kann, ohne das Spiel zu
verlieren.

Somit ergibt sich auch weiterhin fir x € {di,bw} die Fixpunktglei-
chung

W* = (W ~ CPrej,(W)).

Abschlieflend iibertragen wir auch den expliziten CPre Operator aus
Definition 2.15 auf symbolische Transitionen. Auch der symbolische
CPre Operator erweitert die beiden bisher betrachteten symbolischen
Vorginger-Operatoren um zwei Parameter Y und Z.

Definition 3.6 Vorganger-Operator auf SNBAs

Sei A = (Vs,Q,1,6,F) ein beliebiger SNBA und X, Y und Z beliebige
Mengen von Konfigurationen eines symbolischen Simulationsspiels auf
A. Dann ist der Vorgdnger-Operator auf SNBAs CPre,, : 2Q% x 2Q% x
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2Q% _, 2Q? definiert durch:

CPre,,(X,Y,2) = {@Io/%) ‘ 3 (510 2o, g B By %c) :

VOo<m<k:
v(%ﬁqlﬁ,...ﬁ’”_*%qm);
0<j<m:q;€F
ANVO<j<m:q;&F
NG, Gm) € X
VO<j<m:§ &F
V(quﬁmelf )
\ (qm,«im)eZ}

Da sich nur die Form der betrachteten Transitionsfunktion geandert
hat, gelten die Erkldrungen zum expliziten CPre-Operator aus Unterab-
schnitt 2.4.2 unverandert auch fiir den symbolischen CPre ,-Operator.
Daher gilt die Fixpunktgleichung der fairen k-Lookahead-Simulation
weiterhin wie folgt

Wi = u(Z —» v(X » p(Y > CPre, (X, Y, Z)))).
Und auch fiir die verzégerte k-Lookahead-Simulation bleibt die Fixpunkt-
gleichung bestehen mit

Wde = (W — CPre;)(l/(X - CPreé(X,W)), W)).

Somit kénnen wir nun auch auf SNBAs die k-Lookahead-Simulationen
berechnen.
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3.3 Minimierung symbolischer NBAs

3.3 Minimierung von symbolischen
nichtdeterministischen Biichi-Automaten
mithilfe symbolischer k-Lookahead-
Simulationen

Im vorherigen Unterabschnitt wurde die Berechnung der k-Lookahead-
Simulationen auf SNBAs beschrieben. Um SNBAs zu minimieren feh-
len noch die restlichen Definitionen und Verfahren aus Kapitel 2, daher
werden wir in diesem Unterabschnitt die noch fehlenden Bausteine iiber-
tragen und orientieren uns dabei am Verlauf des Heavy-k Verfahrens aus
Abschnitt 2.5 4.

Die folgenden Reduktionsmethoden fiir symbolische NBAs dndern die
Gultigkeit der verschiedenen Belegungen fir Vy nicht, daher wird fs.
wie auch Vy in allen Definitionen unverindert iibernommen.

3.3.1 Entfernen toter Zustande

Genauso wie bei einem expliziten NBA konnen wir auch aus einem
symbolischen NBA die toten Zustande entfernen, ohne die Sprache des
Automaten zu dndern.

In Kapitel 2 haben wir einen toten Zustand wie folgt definiert:

Wir bezeichnen einen Zustand g € Q als tot, falls kein Pfad
von einem initialen Zustand zu g existiert oder von g aus
kein Pfad zu einem akzeptierenden Kreis in A existiert.

Offensichtlich hangt die Lebendigkeit eines Zustands nicht von den
Transitionsbedinungen der vorhandenen Pfade ab, sondern nur von
der Existenz einer Transitionsfolge mit erfiillbaren Bedingungen. Daher
betrachten wir fir die Lebendigkeit der Zustande nur die Kanten der
Transitionen und nicht deren Bedingungen.
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3 Symbolische Automatenminimierung

Definition 3.7 §-Kanten

Sei A = (Vy,fs,Q,1,6,F) ein beliebiger SNBA, dann ist 6, C Q x Q
die Menge der 6-Kanten von A ohne Beachtung der Kantenbeschriftung
definiert als

6e ={(q;,9) 1 3B € B(Vx) : BE 6(q:,9)}-

Die Lebendigkeit von Zustinden des Automaten ist von der Existenz
bestimmter Pfade abhéngig, daher konnen wir sie auf die transitive Hiille
67 der 6-Kanten des Automaten zuriickfithren. Wenn (¢;,q;) € 6;, dann
existiert in A ein Pfad von g; zu g; und wenn (q;, q;) € 07, dann existiert
in A ein Pfad von ¢; zu g;, der einen Kreis bildet.

Damit konnen wir die Menge Q; C Q der lebendigen Zustande eines
Automaten A = (Vy, fs, Q, 1,5, F) wie folgt beschreiben:

Q=1{€Ql 35;€Q:(q; EFA(q;9) €N
((qi,q7) € 65V q: = 4q;)) (3.1)
A3, € Q= (qn € LA (G d:) € 87V 4; = qn))-
Die erste Bedingung beschreibt, dass ein Pfad von g; zu einem akzeptie-
renden Zustand ¢; existiert und dass ¢; Teil eines Kreises ist. Die zweite

Bedingung sagt aus, dass g; von einem initialen Zustand g, aus erreichbar
ist.

Nachdem mit Q; die lebendigen Zustande des Automaten bestimmt sind,
kénnen wir den lebendigen Automanten als den Automaten ohne die
toten Zusténde definieren.

Definition 3.8 Lebendiger Automat
Sei A = (Vy,fs, Q,1,6,F) ein beliebiger SNBA. Der symbolische leben-
dige Automat ist dann definiert als Living(A) := (Vg fy, Q' I', ¢, F')

mit

Q' =qQ
I'=1nQ,
F=FnQ,
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3.3 Minimierung symbolischer NBAs

und ¢’ : Q' x Q" - B(Vyx) mit

6" (g5, q;) = 0(q;,9;)-

3.3.2 Stutzen der Transitionen

In Unterabschnitt 2.5.2 haben wir die Transitionen der expliziten Automa-
ten gestutzt, indem wir ganze Transitionstupel aus der Transitionsrelati-
on entfernt haben. Wir werden symbolische Transitionen stutzen, indem
wir die Anzahl der Modelle der Transitionsbedingungen reduzieren.

Da die Pruning-Relationen aus Definition 2.18 auf den Tupeln der Tran-
sitionsrelation A definiert sind, miissen wir bei der Ubertragung auf
SNBAs die symbolischen Transitionen des Automaten auf die durch
sie beschriebenen B-Transitionen abbilden. Im Folgenden beschreiben
wir mit 65 € Q x Q x B(Vy) die Menge der durch J beschriebenen
B-Transitionen mit

Somit konnen wir nun eine Pruning-Relation iiber den B-Transitionen
des Automaten definieren.

Definition 3.9 Pruning-Relation
Sei A = (Vy,fs,Q,1,,F) ein beliebiger SNBA und R;, und Rf zwel
Binérrelationen auf (J, dann ist eine Pruning-Relation definiert als die
Relation P(Rb,Rf) - 55 X 55 mit

P(Ry,, Re) = {(4:,q,B), (G, 3, B)) | 9 Ry, G: A q; Ry G}
Zwei B-Transitionen stehen in einer Pruning-Relation, wenn die erste
Transition durch die zweite Transition tiberdeckt wird. Dann kann die

erste Transition entfernt werden, ohne dass sich Auswirkungen auf die
akzeptierte Sprache des Automaten ergeben.
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3 Symbolische Automatenminimierung

Definition 3.10 Symbolischer gestutzter Automat

Sei A = (Vg,fs, Q,1,6,F) ein beliebiger SNBA und P eine transitive
und asymmetrische Pruning-Relation auf den B-Transitionen von é. Der
symbolische gestutzte Automat ist dann definiert durch

Prune(A,P) := (Vy,fs,Q, 1,6, F) mit

8y, =\ cx(B) mit B={B € B(Vy) | BE6q;,9)N
pep ﬂ(cii, q],,g) (S 5,3 :
41,9, B) P 1,45, B)}-

3.3.3 Quotientenbildung

Auch die Quotientenbildung lasst sich einfach auf die symbolischen NBAs
tibertragen, um so die Anzahl der Knoten und Kanten des Automaten zu
reduzieren.

Wie bereits in Unterabschnitt 2.5.3 betrachten wir im Folgenden einen
SNBA A = (Vy,fs,Q, 1,4, F) und eine beliebige Quasiordnung CC Qx
Q. Durch die Quasiordnung C wird eine Aquivalenzrelation ==C N 3
induziert. Damit lasst sich auch auf SNBAs der Quotient eines Automaten
bestimmen.

Definition 3.11 Quotientenautomat
Sei A = (Vg,fs,Q,1,,F) ein beliebiger SNBA und C eine Quasiord-
nung auf Q. Der Quotientenautomat zu A beziiglich C ist dann definiert
als A/C = (Vy,fs, Q' I', 6, F') mit

Q' =[Ql

I'={[q1€e Q139" €l:q" €[q]},
F={[qleQ' 139 €F:q €q]}
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3.3 Minimierung symbolischer NBAs

und fir 6’ : Q' x Q" — B(Vy) gilt:

§'([9:),1g;) = \/ ¢mit® = {9 € B(Vy) |3q; € [g;),4; € [9] :
gOECD 1o
(g3, ) = ¢}

3.3.4 Minimierungsverfahren auf SNBAs

Nachdem in den vorherigen Abschnitten die Berechnung von symbo-
lischen k-Lookahead-Simulationen beschrieben und die verschiedenen
Verfahren zur Reduktion von NBAs auf SNBAs tibertragen wurden, wird
in diesem Abschnitt die Minimierung symbolischer NBAs beschrieben.

Grundlegend werden die Verfahren aus Unterabschnitt 2.5.4 iibernom-
men, jedoch dienen die symbolischen Varianten der k-Lookahead-Simu-
lationen als Grundlage:

symbolische direkte k-Lookahead-Simulation <*-di

symbolische verzogerter k-Lookahead-Simulation <*-de

symbolische faire k-Lookahead-Simulation <*-f

symbolische riickgerichtete k-Lookahead-Simulation <<PW

Ebenso werden die, auf SNBAs iibertragenen, Minimierungstechniken
statt der Techniken fiir explizite NBAs verwendet.

Fir die Quotientenbildung werden die symbolische verzogerte k-Loo-
kahead-Simulation <¥"9¢ und symbolische riickgerichtete k-Lookahead-
Simulation <P verwendet. Ansonsten ist das Vorgehen sowohl fiir
Heavy-k als auch fiir Light-k identisch mit den Verfahren fir explizite
NBAs.

Die Hinweise zur Korrektheit der Minimierungstechniken aus Unterab-
schnitt 2.5.4 gelten entsprechend auch fiir die Minimierung symbolischer
NBAs, da sich nur die Form der Transitionsbedingungen geéndert hat.
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3 Symbolische Automatenminimierung

3.4 Vollstandig symbolisch reprasentierte
nichtdeterministische Blichi-Automaten
(FSNBAs)

In Abschnitt 3.1 haben wir beschrieben, wie die Transitionsfunktion
eines NBAs durch eine symbolische Reprasentation der Transitionsbe-
dingungen pragnanter spezifiziert werden kann.

Die Berechnung der k-Lookahead-Simulationen auf den symbolischen
NBAs hiangt jedoch von den B-Transitionen des Automaten ab. Diese
entsprechen genau den Transitionen des expliziten NBAs aus A, wodurch
ihre Berechnung einer Explizitmachung des SNBAs gleichkommt. Die
Explizitmachung der Transitionsfunktion macht jedoch den Vorteil der
prazisen Beschreibbarkeit gegeniiber der expliziten Transitionsrelation
zunichte. In diesem Abschnitt wollen wir daher die symbolische Men-
genreprasentation auch auf die Zustande des Automaten ausweiten und
erhalten dadurch ein Automatenmodell, das nur noch durch aussagenlo-
gische Formeln beschrieben wird. Dies ermdglicht es uns, Techniken fiir
ihre Verarbeitung einzusetzen, die bereits aus dem symbolischen Model-
Checking bekannt sind [McM93].

Um einen SNBA A = (Vy, fs, Q, 1,6, F) vollstindig symbolisch repra-
sentieren zu kdnnen, benétigen wir neben der Repriasentationsdoméne
Vs = {68, c(l), e, Cgl_l} mit |Vs| = m noch zwei weitere Reprasentati-
onsdoménen V% = {08, U[l), ,02_1} und Vé = {vé,v%, ,7)111_1} mit
|V%| = |V(12| = [logleH = n Variablen, um die Zustinde aus Q zu
beschreiben. Dabei ist zu beachten, dass alle Zustande tiber allen Re-
prasentationsdoménen in gleicher Weise kodiert werden. Im Folgenden
beschreiben wir mit qg und q; Elemente aus V% bzw. VlQ und mit ¢
Elemente aus Vy.

Da |Q] < 2" gilt, kénnen durch VY und Vé potentiell mehr Zustiande
beschrieben werden als iiberhaupt in QQ vorhanden sind. Daher muss
auch in diesem Fall eine boolesche Funktion f, : V% — B angegeben

werden, die die giiltigen Belegungen fiir V% bzw. Vé beschreibt. Die

60
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Funktion wird bestimmt als

fo(ao) = fo@3,e%,...,00_) = \/ Q.
4€Q

Zuerst wollen wir die Menge der initialen Zustande I symbolisch be-
schreiben und bestimmen dafiir die boolesche Funktion f; : V% - B
mit

f1(q0) =f1(08,v?,---,v,2_1> = \/ COQ(EI)~
qel

Die Funktion f; liefert fiir jedes tiber V% kodierte Element von Q den
Wert der charakteristischen Funktion ); von I, so dass x;(q) <

freg () gilt.

Auf gleiche Weise kénnen wir die Teilmenge der akzeptierenden Zustan-
de F von Q durch die boolesche Funktion fr : V?2 — B beschreiben:

fF(qO) :fF(US’U(l)""’Ug_l) = \/FC(OQ(q)
g€

Auch hier gilt xr(q9) = fF(CQ(q)).

Um die Transitionsfunktion 6 : Q x Q — B(Vy) zu beschreiben, be-
trachten wir wieder die durch ¢ beschriebenen S-Transitionen Jg als
Teilmenge von Q x Q x B (Vy ). Dadurch kénnen wir nun wie zuvor die
boolesche Funktion f; : V% X Vb x Vs — B definieren mit

fsdo a0 =\ ¢} A1) Ao, q0)-
90,91 €Q

Somit kénnen wir nun den vollstdndig symbolisch reprasentierten NBA
definieren.

Definition 3.12 Vollsymbolischer nichtdeterministischer Biichi-Automat
Ein vollsymbolischer nichtdeterministischer Biichi-Automat (FSNBA) ist

ein 8-Tupel A = (V2, Vg, Vé,fz,fQ,fI,f5,fF), wobei

- V% die Reprdsentationsdomdne von .,
- V(O2 die erste Représentationsdoméne der Zustdnde,
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3 Symbolische Automatenminimierung

- VL die zweite Reprisentationsdomine der Zustdnde,

- fy: — B eine boolesche Funktion, die die giiltigen Belegungen
5. : V5 — B eine boolesche Funktion, die die giiltigen Belegung
von Vs beschreibt,

- fo: — B eine boolesche Funktion, die die giiltigen Belegungen
QV% B eine boolesche Funktion, die die giiltigen Belegung
von Vg und VlQ beschreibt,

- fr: VOQ — B eine boolesche Funktion, die die initialen Zustinde
von A beschreibt,

- f5: VOQ X Vb x VO — B eine boolesche Funktion, die die Transi-
tionen des Automaten A beschreibt, und

- fr: VOQ — B eine boolesche Funktion ist, die die akzeptierenden
Zustande von A beschreibt.

Wie bereits NBAs und SNBAs kénnen FSNBAs grafisch reprasentiert
werden, jedoch geht die intuitive Verstandlichkeit der Représentation
verloren. Abbildung 3.2 zeigt den bereits bekannten Automaten, diesmal
jedoch als FSNBA. Die Belegungen von V?g werden als Zustidnde des
Automaten interpretiert und die Transitionsbedingungen bleiben wie
beim SNBA bestehen. Wir verwenden x bzw. X um eine Belegung  mit
B(x) = T bzw. B(x) = L darzustellen.

Die Anfangskonfiguration (U_g) des Automaten beschreibt den ersten

Zustand und f5 kann fir B(v)) = L aufvier Arten erfiillt werden. Giiltige
Belegungen fiir V2, V(12 und V% sind

0 90 0 0) (50 50 0 0 (50 ;0 0 0 20 0 0 0
(UO, v3,Cos C1) , (vo, UlfC0/C1> , (vo,vl,co,cl) und (UO, v3,Cos Cl) .
Ist die Konfiguration hingegen (08), so sind die Belegungen, die f5 erfiil-

len

0.0 0 0 0.0 00 0.0 0 0 0.0 0 .0
(vo, ), c), cl) , (vo,vl,co,cl) , (vo,vl,co,cl) und (09, 79,¢),cY).

Der Automat kann ausgefithrt werden, indem in f; die Variablen in V%

und Vg fest belegt werden und die verbleibenden freien Variablen aus
Vé als Beschreibung der Folgekonfiguration interpretiert werden.
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VZ = {C8/ C(l)}

Ve = {00}
Vg2 = {U(lJ} 58 true

fe(cl, ) = true

fo(@)) = true 0
fi@)) = = -
(—lng—lvé/\Cg)

f508,08,¢5,¢0) = V(A viAcY
v( A o))

fr(@3) =0}

Abbildung 3.2: Beispiel fiir einen einfachen FSNBA A in vollsymboli-
scher und graphischer Darstellung. Unter Verwendung
der Kodierungsfunktion aus Beispiel 3.1 akzeptiert der Au-
tomat nach Umkodierung auf explizite Worte die gleiche
Sprache {uvw € X |u € {b,d}*,v € {c,d}undw €
3%} wie der Automat aus Abbildung 2.1 und Abbil-
dung 3.2.
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3 Symbolische Automatenminimierung

CO’ CO/
VZ - {COI Co CO
= {v), Y
{vo,vl}
0 0
CO,

0 0y
fz(co,cl) = —cy V

0 0 0 0 (Cgfcg)
fQ(vo, v7) = vy V =0y

fl(v(o)/ U?) = —|U(O) A\ —|'U(1) ‘ ‘

fr(@)) = =0}

0 0
(1)

Abbildung 3.3: Ein FSNBA A in vollsymbolischer und grafischer Re-
prasentation, der Ausgabesequenzen eines unendlichen
Modulo-3-Zihlers akzeptiert. Die Beschreibung der Tran-
sitionsfunktion entfillt aus Griinden der Ubersichtlich-
keit, sie ergibt sich aus der grafischen Reprasentation. Der

Knoten (08, v?) stellt keinen Zustand des Automaten dar.

Der Automat in Abbildung 3.3 verdeutlicht noch einmal die Begriindung
fir fy, und f. Der Automat akzeptiert fiir

cx(@)=(L L) =) =(T, L) cx(2)=(LT)

die Ausgabesequenzen eines unendlichen Modulo-3-Zahlers. Da keine
Eingabe existiert, die durch (T, T) kodiert wird, erfiillt diese Belegung fs.
nicht und muss daher bei der Riickiibersetzung in NBAs nicht betrachtet
werden. Gleiches gilt fur die Belegung (T, T) fur VO die einen nicht
vorhandenen Zustand des Automaten kodiert.
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3.5 Berechnung der k-Lookahead-Simulationen
auf FSNBAs.

Nachdem in Unterabschnitt 3.2.1 die k-Lookahead-Simulationen auf SN-
BAs iibertragen wurden, widmen wir uns in diesem und den folgenden
Abschnitten der vollstdndig symbolischen Berechnung dieser Simulati-
onsrelationen.

Um die Vorganger-Operatoren vollsymbolisch zu beschreiben, werden
wir sie durch Formeln der quantifizierten Aussagenlogik beschreiben
[Bub09]. Quantifizierte Aussagenlogik erweitert die bekannte Aussa-
genlogik um die Moglichkeit iiber den Werten von aussagenlogischen
Variablen zu quantifizieren.

3.5.1 Direkte und riickgerichtete k-Lookahead-Simulation

Um fiir x € {di, bw} die Relation CF™* symbolisch zu berechnen, miissen
wir die Komplement-Relation W* = (Q x Q)\ Chx symbolisch berech-
nen. Dafiir definieren wir zunéchst den vollsymbolischen Vorgéinger-
Operator CPre}c(fX) fiir eine beliebige Funktion fx : B" x B" — B,
die eine Menge von Konfigurationen beschreibt. Intuitiv kénnen wir
CPre}C (fx) verstehen als die symbolische Funktion fCPre’;, (x)» die die

charakteristische Funktion von CPrefo (X)) symbolisch beschreibt, wenn
fx die Menge X beschreibt.

Wir betrachten noch einmal den Vorganger-Operator auf SNBAs CPre?},i
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aus Definition 3.4.

CPregi(X) = {(%,%) ’ = (fio 2o, 7 B, By qk) :

VOo<m<k:
-~ Bo - B Bm-1_ .
V(QO—O’Q1_]’"'—1’EIm>3
(<j<m:q; EFNG EF)

€1

V (s ) € X}
I — |

[59]

€3

€4

Um den Operator zu symbolisieren, werden wir die charakteristische
Funktion schrittweise umwandeln. Um die Zustdnde g, 44, ...,qx €
Q korrekt und unabhéngig voneinander kodieren zu konnen, fithren
wir weitere Reprasentationsdoménen Vé, Vé, e Vé ein. Dasselbe gilt
fur die Doméanen V(OQ, VlQ, e, Vé, die die Zustande 4y, 4y, ..., € Q
kodieren. Weiterhin fithren wir Vg, V%, ey Vg_l mit Vy = V% ein, um
die Belegungen ; € B(Vy) zu reprisentieren.

Wir beginnen mit der Umwandlung von Ausdruck eq, in dem die 4; und
g; frei vorkommen.

Da m endlich ist, konnen wir den Existenzquantor iiber dem Index j
eliminieren, indem wir ihn durch eine Disjunktion tiber dem Index j
ersetzen.

<

]

Abschlielend ersetzen wir die ¢;, §; und die charakteristische Funktion
von F durch ihre symbolischen Entsprechungen und erhalten:

&= \/ fe(q) A —fe(d)) (3.3)
j=0
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In der aussagenlogischen Formel & kommen die q; und q; frei vor.

Als nichstes wandeln wir den Ausdruck e, um, in dem g,,, und g, frei
vorkommen.

€ = (leq\m) eX (3.4)

Es reicht aus, die charakteristische Funktion von X und g,, bzw. §,,, zu
ersetzen.

& = fx(Qm, Gm) (3.5)

Wir erhalten die aussagenlogische Formel é,, in der q,, und (,, frei
vorkommen.

Darauf aufbauend wandeln wir den Ausdruck e; um, der sowohl e; als
auch ¢; enthilt. In e3 kommen die g; sowie j frei vor.

33:V0<m§k:‘v’(%&>qlﬁ—lw--ﬁm—"l)qm):61Vez (3.6)

Wir beginnen, indem wir die Transitionsfolge (% SPo o SBma qm)
aufbrechen und durch eine Konjunktion ersetzen.

=V0<m<k:Vqy,...,0,€Q:
A Biza
(/\‘71’—1 — g € 5) — (e1 Vey)
i=1
Danach ersetzen wir die Notation §;_; —Pi1 g;durch B;_1 E 0(4;_1,4;)-
=V0<m<k:Vgy,...,0,€Q:

(/\ Bi-1E 5(‘71'—1/‘?1')) - (e1 Vep)
i=1

Jetzt konnen wir den Allquantor tiber m durch eine Konjunktion ersetzen,

da auch k endlich ist.

k m
= N\ Vi in € Q: (/\ Byt 5<¢71~_1»71->) S @ Ve
i=1

m=1
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Abschliefiend ersetzen wir die g;, 4;, ey und e, durch ihre symbolischen
Entsprechungen.

k m
e = /\1 Vg, G (Af&@i—lz@z%—ﬁ) - (e Vve)  (37)
m= i=

Wir erhalten die aussagenlogische Formel é3, in der die q; sowie q frei
vorkommen.

Abschlieflend konnen wir den Ausdruck e, umwandeln, der g, und 4
frei enthalt.

B Br-
ey =3 (‘10 5 gy CIk) te3 (3.8)

Auch hier beginnen wir damit, die Transitionsfolge (qo —ho ... 5P qk)
durch eine Konjunktion zu ersetzen.

= 3(]1,Q2,...,5]k & Q H Hﬁo,ﬂl,...,ﬁk & %(Vz) :

k
(/\ Bi-1 E 5(51i—1r‘1i)> Nes
i=1

Nun ersetzen wir auch in e4 die Vorkommen der expliziten Variablen und
Funktionen durch ihre symbolischen Entsprechungen und erhalten:

€y = 391,90, -, qx : 3o, €1, -ee, € (3.9)

k
( /\fé(%—l/ i Ci—l)) A é3
i=1

Nach der Umwandlung enthélt die aussagenlogische Formel €4 die beiden
Bitvektoren q, und ¢, ungebunden.

Auf Basis der Ergebnisse aus (3.3), (3.5), (3.7) und (3.9) definieren wir den
vollsymbolischen Vorgianger-Operator CPre;h.

Definition 3.13 Vollsymbolischer direkter Vorganger-Operator
Sei A = (Vi, VR,V fx. fo fi fo. fr) ein beliebiger FSNBA. Dann ist
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der vollsymbolische direkte Vorgdnger-Operator CPI'ej?li : (B"x B" -
B) - (B" x B" — B) definiert als

CPre}h(fX) =3q1, 92 -, Qe * Ao, €150, €

(/\fé(qz 1, 9ir €i- 1>)
k
/\ V qi1,- Iqm' (/\fé(qz 1rqz/ i— 1>>
m=1
(\/fp(q,> A ﬂfF<q]>)

\ fX(qml qm)

Fir die Bestimmung des vollsymbolischen riickgerichteten Vorgianger-
Operators CPreij—Operators betrachten wir noch einmal den Operator

CPre aus Definition 2.14 auf symbolischen NBAs.

CPrel(;W(X) = {(‘10/‘70) ‘ 3 (‘10 Lo q1 LB qk> :
VO<m<k:
~ Bo . B Bm-1 4
V<%_0q1(_1...(_1qm>;

(0<j<m:q;EFNG &F)
€1

v(F0<j<m:q elng gl)

e2
V s ) € X}
I |

€3

€4

€5

Wir kénnen die Erkenntnisse iiber (3.2) und (3.4) aus CPre}jli mit geringen
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Anpassungen wiederverwenden und miissen nur fir e,, ¢4, und es die
symbolischen Entsprechungen bestimmen.

Wir beginnen mit dem Ausdruck e, in dem die g; und ; frei vorkom-
men.

Da m endlich ist, konnen wir den Existenzquantor iiber dem Index j
eliminieren, indem wir ihn durch eine Disjunktion tiber dem Index j
ersetzen.

<

J

Abschlielend ersetzen wir die ¢;, §; und die charakteristische Funktion
von [ durch ihre symbolischen Entsprechungen und erhalten:

& = \/ fita) A —fi(d)) (3.10)
j=0

In &, kommen die q; und ¢ frei vor.

Darauf und auf den Ergebnissen aus (3.2) und (3.4) autbauend wandeln
wir den Ausdruck e, um, der ey, €5 und e3 enthélt. In e; kommen die g;
sowie ( frei vor.

64=V0<mSk3V<070‘ﬁ071‘ﬁ"'mﬁm)5€1V€2V€3

Wir beginnen, indem wir die Transitionsfolge (% R qm)
aufbrechen und durch eine Konjunktion ersetzen.

=V0O<m<k:Vdy, .. j,€Q:

(/\ Bi-1E 5(571'/71'—1)) = (e1VeyVes)
i=1
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Jetzt konnen wir den Allquantor iber m durch eine Konjunktion ersetzen,
da auch k endlich ist.

k m
= /\ Vi, Gm € Q: (/\ Bi-1 E 5(571'/571'—1)) — (e1VeyVes)
m=1 i=1

Abschlieflend ersetzen wir die qjs q]-, e; und e, durch ihre symbolischen
Entsprechungen.

m

k
&=\ Vai, - G (/\fé(qvqi—lfci—l)) — (6] V & V ) (3.11)
m=1 i=1

Wir erhalten die aussagenlogische Formel ¢, in der die q; sowie q frei
vorkommen.

Abschlieflend konnen wir den Ausdruck es umwandeln, der g, und 4
frei enthalt.

Bo B1 Br-1 .
es=3|qo— g1 — - — i) ey

Auch hier beginnen wir damit, die Transitionsfolge (‘70 —Po .. P Elk>
durch eine Konjunktion zu ersetzen.

= qu,qz,...,qk € Q H 3‘80,‘81,...,151( € %(Vz) .

k
(/\ Bi-1 F 5(%’/‘71‘—1)) N ey
i=1

Nun ersetzen wir auch in e, die Vorkommen der expliziten Variablen und
Funktionen durch ihre symbolischen Entsprechungen und erhalten:

€5 = 3qq, 9o, -, qx : 3o, €1, ee, C (3.12)

k
( f5(qi qi—llci—l)) A €5
)

1
Nach der Umwandlung erhalten wir die aussagenlogische Formel és, in
der qp und ¢, ungebunden vorkommen.

Kombinieren wir die Ergebnisse aus (3.3), (3.5), (3.10), (3.11) und (3.12) er-
halten wir fiir den vollsymbolischen riickgerichteten Vorgénger-Operator
CPre}’w folgende Definition.
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3 Symbolische Automatenminimierung

Definition 3.14 Vollsymbolischer riickgerichteter Vorganger-Operator
Sei A = (Vy, V2 Vé,fz,fQ f1.f5,fF) ein beliebiger FSNBA Dann ist

der vollsymbollsche riickgerichtete Vorgdnger-Operator CPr :(B" x
B" - B) —» (B"” x B" — B) definiert als

CPre]k"W(fX> =391, 92, -, qk : F€, €1y eee, €

(/\f(s 9Qir 9i-1,Ci— 1))
]l(_
/\ Vqi e (/\fé(‘ii/@—lrci—l)) -
i=1
(\/fF(q]) A ﬂfF<q]>)
j=0

\/f (q]) A _‘fl(q] )
=0

X<qml qm)

Fur fx = false ist CPre}C (fx) die boolesche Funktion, die die Menge
der Konfigurationen des x-Simulationsspiels kodiert, aus denen Spoiler
in maximal einer Runde gewinnt. Somit kodiert CPrejf (fx) genau die
Menge CPre” (X), wenn fx die Menge X beschreibt. Daher ergibt sich
fur x € {di,bw} der Zusammenhang

f[icv = ]/t(fw — CPT@}C(fw))-
Wobei f}}; genau die Menge W* der Konfigurationen kodiert, aus denen
Spoiler eine Gewinnstrategie in dem direkten bzw. riickgerichteten k-

Lookahead-Simulationsspiel hat. Die vollsymbolische direkte bzw. riick-
gerichtete k-Lookahead-Simulation sind daher definiert durch

kedi = _pdi upd bW = _pbw,
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3.5 Berechnung der k-Lookahead-Simulationen auf FSNBAs.

3.5.2 Verzogerte und faire k-Lookahead-Simulation

Auch fir den vollsymbolischen Vorginger-Operator CPre; betrachten
wir noch einmal den Vorgénger-Operator auf SNBAs CPre,, aus Defini-
tion 3.6.

CPre, (X, Y,2) = {Go.d0) | 3 (90 22 gy 20 - gy )

VOo<m<k:
~ Po . B Bm-1 .
V(‘io—o’%—l"“—l’qm):
0<j<m:q;€F
ANVO<j<m:4;&F
AN, Gm) € X

El !
( VOSjSm:q].QEF)
V ~
NG, Gm) €Y

L ]
€

V (o G) € Z}
I — |

€3

€4

€5

Wir werden den CPre,,-Operator schrittweise umformen und beginnen
mit dem Ausdruck ey, in dem die g; und §; frei vorkommen.

ep= (A0<j<m:q;€F)
ANVO<j<m:q;&F)
ANy ) € X
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3 Symbolische Automatenminimierung

Da m endlich ist, ersetzen wir zuerst die Quantoren tiber j durch eine
Disjunktion bzw. Konjunktion tiber j.

m m

:( qjeF)/\( qjeEF)/\(qm,Lim) e X
j=0 j=0

AbschliefBend ersetzen wir alle Vorkommen von freien Variablen und die

charakteristischen Funktionen von F und X durch ihre symbolischen

Entsprechungen.

& = (\/fp(q]')) A (/\ ﬁfp<0],~)) Afx (@ Gr)  (3.13)
j=0 j=0

Wir erhalten die aussagenlogische Formel €1, in der die q; und q; frei
vorkommen.

Als néchstes wandeln wir den Ausdruck e; um, in dem ¢,,, und die §; frei
vorkommen.

ey =(VO<j<m:G; &€F) Ay dn) €Y

Da m endlich ist, ersetzen wir zuerst den Quantor iiber j durch eine
Konjunktion iiber j.

:( qj$F))/\(qmrqm)€Y
j=0

Abschlieflend ersetzen wir alle Vorkommen von freien Variablen und
die charakteristischen Funktionen von F und Y durch ihre symbolischen
Entsprechungen.

& = ( A ﬂfF«i]-)) A fy (s Gn) (3.14)
j=0

Wir erhalten die aussagenlogische Formel &, in der q,, und die ¢ frei
vorkommen.

Und auch den Ausdruck e; wandeln wir wie bereits bekannt um. In e3
kommen g,,, und §,,, frei vor.

€3 = <qmlqm) eZ
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3.5 Berechnung der k-Lookahead-Simulationen auf FSNBAs.

In diesem Ausdruck miissen wir nur die freien Variablen 4,, und 4,
sowie die charakteristische Funktion von Z durch ihre symbolischen
Entsprechungen ersetzen und erhalten:

53 :fZ(qmr ‘im> (3'15)
Nach der Umwandlung erhalten wir die aussagenlogische Formel é3, in

der q,,, und q,,, frei vorkommen.

Fur die Umformung des Ausdrucks e, orientieren wir uns an der Um-
formung des Ausdrucks e3 aus (3.6). In e, kommen die g; und g frei
Vor.

e4:‘v’0<m§k:‘v’<cjoﬁ)+(jlEan-ﬁ'ii»an:(61VeZVe3)

Wenn wir die Umformungen nachvollziehen, erhalten wir:

k m
= /\ Vi, e dm € Q: (/\ Bi-1 E 5@:‘-1@0) — (63 Ve Ves)
m=1 i=1

Abschlieflend ersetzen wir alle Vorkommen von freien Variablen und die
e1, e, und ez durch ihre symbolischen Entsprechungen.

k m

€y = /\ Vqi, e Qm (/\f(s(‘iz’—y‘iiz Ci—l)) — (€1 V &V 3)(3.16)
m=1 i=1

Nach der Umwandlung erhalten wir die aussagenlogische Formel é;, in

der die g; und q frei vorkommen.

Auch den Ausdruck es formen wir um, wie bereits aus der Umformung
des Ausdrucks ¢4 aus (3.8) bekannt.

_ Bo B1 Br-1 .
es=3|qo— g1 — " —— k) €4

Wenn wir die Unformungen nachvollziehen, erhalten wir:

= qu,qz,...,qk € Q H 3,80,,81,...,5]{ e %(Vz) :

k
(/\ Bi-1E 5(571‘—1/%‘)) N ey
i=1
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3 Symbolische Automatenminimierung

Abschlieflend ersetzen wir alle Vorkommen von freien Variablen und e,
durch ihre symbolischen Entsprechungen.

és = 3q1, 90, -+, qx ¢ 30, €1, -ee, C (3.17)
k
(/\fé(qi—lr qis Ci—l)) N ey
i=1

Wir erhalten die aussagenlogische Formel €5, in der qq und ¢ frei vor-
kommen.

Wir kombinieren die Ergebnisse aus (3.13), (3.14), (3.15), (3.16) und (3.17)
zu dem vollsymbolischen Vorgénger-Operator CPrey fiir beliebige zwei-
stellige boolesche Funktionen fy, fy,f7 : B" x B” — B.

Definition 3.15 Vollsymbolischer Vorganger-Operator

Sei A = (Vy, VO Vi O fe/f:fi 5. fr) ein beliebiger FSNBA, dann ist
der vollsymbollsche Vorganger—Operator CPref : (B" x B" — B)3 —
(B" x B"™ — B) definiert als

CPref(fX/fY/fz) =391, 9, -, qk : 3¢, €1 ee, €

k
(/\fts(qz 1, 9ir €i— 1)>
IZ(_
A

m=1

1 G </\f5(‘ii—1/<iirci—1)> -
q])) (/\ _‘fF<q]')) /\fX(qml‘im))
j

i—0

<
— — <

N )
) >§ ) <§

(3

Vo fz(Qu, ‘im)}

q])) /\fY(qm/ qm))

Fir das faire Simulationsspiel gilt: Spoiler gewinnt, gdw. er unendlich
viele akzeptierende Zustande besucht, wihrend Duplikator nur endlich
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3.5 Berechnung der k-Lookahead-Simulationen auf FSNBAs.

viele akzeptierende Zustdnde besucht. Daher ergibt sich fir die faire
k-Lookahead-Simulation folgender Zusammenhang:

flv = 1z = v(fx = p(fy = CPres(fx, fr.f2))))

Wobei f‘fv genau die Menge W der Konfigurationen kodiert, aus denen
Spoiler eine Gewinnstrategie in dem fairen k-Lookahead-Simulations-
spiel hat. Die vollsymbolische faire k-Lookahead-Simulation ist daher
definiert als

=

Spoiler gewinnt das verzégerte Simulationsspiel, wenn nach endlich
vielen Runden die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

1. Spoiler besucht einen akzeptierenden Zustand und
2. Spoiler verhindert, dass Duplikator in der Zukunft einen akzeptie-
renden Zustand besucht.

Daraus lassen sich die beiden folgenden symbolischen Operatoren ablei-
ten:

CPref (fx, fy) = CPres(fx, fyr.fy)

und

CPre]% (fx.fy) = CPres(fx, fx fy)

Somit gilt fiir die verzogerte k-Lookahead-Simulation folgender Zusam-
menhang:

fde = u(fw = CPref (v(fx = CPre} (fx, fw)). fw))

Wobei fv’:\lfe genau die Menge W9 der Konfigurationen kodiert, aus denen
Spoiler eine Gewinnstrategie in dem verzogerten k-Lookahead-Simulati-
onsspiel hat. Die vollsymbolische verzogerte k-Lookahead-Simulation
ist daher definiert als

fé—de — deve.
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3 Symbolische Automatenminimierung
3.6 Minimierung vollsymbolischer NBAs

Im vorherigen Abschnitt haben wir beschrieben, wie wir k-Lookahead-
Simulationen auf vollsymbolischen NBAs berechnen kénnen. Auf die-
ser Basis werden wir nun die verbliebenen Bausteine der Minimierung
vollsymbolischer NBAs vollstandig symbolisch berechnen. Dafiir iibertra-
gen wir auch diese Komponenten der Minimierung in die quantifizierte
Aussagenlogik.

3.6.1 Entfernen toter Zustande

Auch in vollsymbolischen NBAs kénnen die toten Zustdnde entfernt
werden, indem die Anzahl der giiltigen Belegungen fiir V(OQ und Vé
verringert wird. Wir werden im Folgenden die notwendigen Schritte fiir
diese Reduktion auf FSNBAs beschreiben.

Wir beginnen damit, die 6-Kanten eines vollsymbolischen Automaten
vollsymbolisch zu reprisentieren.

Definition 3.16 6-Kanten Funktion

Sei A = (Vy, VR,V fx fo fifo fr) ein beliebiger FSNBA, dann ist
fs, V% X Vé — B die boolesche Funktion, die die 5-Kanten von A
ohne Beachtung der Kantenbeschriftung beschreibt mit

f5,(q0,91) = 3¢ : f5(q0, 91, €0)

Als nichstes geben wir den Algorithmus 3.1 an. Dieser berechnet fiir eine
gegebene boolesche Funktion f : V(}){ X V}< — B, die eine Binérrelation
R C X x X auf der Menge X beschreibt, eine boolesche Funkton fﬁr :
V9 x VL — B. Die berechnete Funktion f5 beschreibt die transitive
Hiille R* der Binérrelation R.

In Schleifendurchlauf i bestimmt der Algorithmus die Funktion fRSZi, die
die Relation R<? beschreibt. Dies wird solange wiederholt, bis fR§2i =

RSZ(HD gilt. Die Funktion, die die transitive Hiille von R beschreibt,
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3.6 Minimierung vollsymbolischer NBAs

ist dann durch f§ = f5*' bestimmt. Der Algorithmus benétigt fiir die
Berechnung der Funktion fg maximal O (|Vx|) viele Schleifendurchliufe,
da tiber der Reprisentationsdomine Vy maximal 2!Vx! viele Elemente
von X kodiert werden kénnen und in jedem Schleifendurchlauf die Lange
der maximalen Relationsverkettung ohne Kreise verdoppelt wird.

Algorithm 3.1 TransitiveClosure(fg)

input: f : Vi x Vi - B

3: procedure TRANSITIVECLOSURE(fR)
fE < fr
repeat
6: flast (_flg_
fi —fiV 3z f o) AfE G y)

until f§ = fi,
9: return fI{

end procedure

Da wir nun mithilfe von Algorithmus 3.1 die Funktion f (; bestimmen
konnen, konnen wir darauf aufbauend die lebendigen Zustande eines
vollsymbolischen Automaten A = (V2, V%, Vclg, fs fQ, f1,fs,fr) durch
die Funktion f : Vo — B beschreiben mit

fa(a) = 3q;: (fr(qp Afs(qp9) A (5 (qiq) vV ai = qp)
A3qy : (filan) A (5 (a0 vV 9; = qn)

Die Funktion beschreibt vollsymbolisch die Menge der lebendigen Zu-
stiande aus (3.1).

Nachdem wir die lebendigen Zustidnde bestimmen konnen, kdnnen wir
den lebendigen Automaten als den Automaten ohne die toten Zustande
definieren.

Definition 3.17 Vollsymbolischer lebendiger Automat
Sei A = (V,VQ, Vi, fs. fo.fi.f5.fe) ein beliebiger FSNBA. Der voll-
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3 Symbolische Automatenminimierung

symbolische lebendige Automat ist dann definiert als

Living(A) = (V3, VR, V), s, fo fi f3.f¢) mit

fo =ro
fi=finfs
fr=fr NG

und §' : V§) x V{, x V3 — B mit

f5(qi,q,0) = f5(q) A f5(ap) Afs(qi g, ©)

Somit kénnen wir nun die Modellmengen der booleschen Funktionen
vollsymbolisch reprisentierter NBAs einschranken, sodass nur noch
lebendige Zustdnde im zugrundeliegenden Automaten beriicksichtigt
werden.

3.6.2 Stutzen der Transitionen

Nachdem wir die iiberfliissigen toten Zustéinde der FSNBAs entfernen
konnen, wollen wir auch tberfliissige Transitionen aus den FSNBAs
entfernen konnen. Daher iibertragen wir nun auch die zum Pruning von
Transitionen notwendigen Definitionen auf vollsymbolische NBAs.

Wir miissen keine gesonderte Funktion f5ﬁ : V% ><Vg2 ><V0Z — B mehr de-
finieren, da die Funktion f; bereits die durch 6 definierten S-Transitionen
beschreibt. Somit kénnen wir nun eine Pruning-Relation tiber den p-
Transitionen eines vollsymbolischen Automaten definieren.

Definition 3.18 Vollsymbolische Pruning-Relation

Sei A = (VO Vg, Vé,fz,fQ,fI,f(s,fF) ein beliebiger FSNBA undeb und
fr ’ zwei boolesche Funktionen, die Binérrelationen auf Q beschreiben,
dann ist eine vollsymbolisch Pruning-Relation definiert als die Funktion

fp(be,fRf) !V% ><V(12 XVOZ xVOQ xvgg xV% — B mit
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3.6 Minimierung vollsymbolischer NBAs

fp(fr, fr,)(do, A1/ €0, Gos 1, €0) = €9 = EoA
fr, (i 40 A fr (9, 9))-

Ist fp(fr,.fr,) (90, 91, €0, o, 41, €o) fiir Belegungen qy € V), q; €
Vb, €EVY g€ V%, q € \7}2 und &, € VY erfiillt, so kénnen wir
f5 anpassen, sodass q, qq und ¢y kein Modell mehr fiir f5 beschreiben.

Definition 3.19 Vollsymbolisch gestutzter Automat

Sei A = (V9, V%, Vé,fz,fQ,fI,f(g,fp) ein beliebiger FSNBA und fp eine
boolesche Funktion, die eine transitive und asymmetrische Pruning-
Relation auf den B-Transitionen von J beschreibt. Der vollsymbolische
gestutzte Automat ist dann definiert als

Prune(A/,fp) = (VO P V%, Vé,fz,fQ,fI,fé,fP) mit

fi(qi,qj.¢) = f5(qi, 95, ¢) A 2q;, 4, € : fp(qi, qj, €, G, G, €)-

3.6.3 Bilden des Quotienten

Nachdem wir bereits vollsymbolisch tote Zustande entfernen und Tran-
sitionen stutzen konnen, werden wir in diesem Abschnitt abschlief3end
beschreiben, wie der Quotient eines vollsymbolischen NBAs berechnet
werden kann.

Da der Quotientenautomat aus Definition 3.11 die Quotientenmenge
[Q] als Zustandsmenge des SNBAs verwendet, kann dieser nicht direkt
vollstandig symbolisch beschrieben werden. Dies ist dadurch begriindet,
dass tiber der Représentationsdoméne V5 nur Zusténde g € Q kodiert
werden konnen und nicht Teilmengen von Q. Stattdessen werden wir
einen Automaten definieren, der ein eindeutiges Reprasentantensystem
der bisherigen Zustandsmenge als neue Zustandsmenge verwendet.

Definition 3.20 Vollstindiges Reprasentantensystem
Sei M eine beliebige Menge, [M] ihre Quotientenmenge und V C M
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eine beliebige Teilmenge von M. Falls fir jede Aquivalenzklasse [m] €
[M] genau ein v € V mit v € [m] existiert, dann nennt man V ein
vollstindiges Reprdsentantensystem fiir die durch die Aquivalenzklassen
beschriebene Aquivalenzrelation =.

Die Existenz eines vollstandigen Reprasentantensystems konnen wir uns
zunutze machen und die eindeutige Reprasentantenmenge als Basis fiir
weitere Definitionen beschreiben.

Definition 3.21 Eindeutige Reprasentantenmenge
Sei M eine beliebige Menge und < eine beliebige totale Ordnung auf M.
Dann ist die Menge der eindeutigen Reprdsentanten [M]! von M definiert
als

Mll'=meM|VxeM:m=x->m<x}

Sei CC Q x Q eine beliebige Quasiordnung auf den Zustidnden eines
Automaten und fg : VOQ X Vcl2 — B eine boolesche Funktion, die sie
vollsymbolisch beschreibt. Dann kann die vollsymbolische Funktion fiir
die Aquivalenzrelation f- : VOQ X Vb — B wie folgt berechnet werden:

f=(q0,91) = fc(q0,91) A fc(q1,90)

Die Funktion f. : B* x B* — B, beschreibt eine totale Ordnung auf
den Belegungen einer Domaéne. Die Funktion ist fiir Tupel der Lange
eins rekursiv wie folgt definiert:

f<((x0), (W0)) =Xo = Yo
Fiir Tupel der Lange m > 1 ist die Funktion entsprechend definiert:

fg((x()/xl/"-/xm—l)/
(y0/y1/"'1ym—1)> = (X1 /\ym—l) V (X1 © Ym—1 N
fs((xOlel"'lxm—z)l (]/o;]/lz~~-/]/m—2)))
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Somit kann die Funktion fj5y : VOQ — B, die die eindeutige Représen-
tantenmenge [M]! einer durch fj, : VOQ — B beschriebenen Menge M
beschreibt, wie folgt berechnet werden:

fivr(do) = fm(gqo) A Vay : f=(qo,91) = f<(qo,q1)

Definition 3.22 Vollsymbolischer Reprasentantenautomat

Sei A = (V,VQ, Vi, fs. fo fi.fs fr) ein beliebiger FSNBA und fi :
VOQ X Vg2 — B eine boolesche Funktion, die eine beliebige Quasiordnung
auf den zugrunde liegenden Zustianden des Automaten beschreibt. Dann
ist der vollsymbolische Reprisentantenautomat beziiglich f- definiert als

Alfe = (VE, VO, VE fe fO fi f, ff) mit

fé :f[Q]!
fi(qo0) =f5(q0) A 3q; = fi(q)) A f=(q;, q;)
fr(qo0) =f5(q0) A 3q; 2 fr(q) A f=(q:,q;)
f5(qirqj, ) =50 AfH(g)) Afsle)n
39, q; : f=(qi, 90 A f=(q;,9) A f5(q5, G5, €:)

Der so definierte vollsymbolische Reprasentantenautomat erfiillt diessel-
be Rolle wie der Quotientenautomat, verwendet jedoch statt der Aquiva-
lenzklassen von Q eindeutige Repréasentanten der Klassen als Zusténde.
Daher kann der Repréasentantenautomat vollsymbolisch reprisentiert
werden.

3.6.4 Minimierungsverfahren auf FSNBAs

Auch die vollsymbolischen Minimierungsverfahren bauen auf den Ver-
fahren aus Unterabschnitt 2.5.4 auf. Statt der symbolischen k-Lookahead-
Simulationen werden jedoch die oben beschriebenen vollsymbolischen
Simulationen verwendet:
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- vollsymbolische riickgerichtete k-Lookahead-Simulation fé'bw statt
symbolischer riickgerichteter k-Lookahead-Simulation TP

- vollsymbolische direkte k-Lookahead-Simulation fé’di statt sym-
bolischer direkter k-Lookahead-Simulation C*-di

— vollsymbolische verzogerte k-Lookahead-Simulation fé'de statt
symbolischer verzégerter k-Lookahead-Simulation Ck-de
- vollsymbolische faire k-Lookahead-Simulation féf statt symboli-

scher fairer k-Lookahead-Simulation Ck-f

Auf Basis der vollsymbolischen Simulationen erfolgt die Entfernung der
lebendigen Zustidnde und das Stutzen der Transitionen auch vollsym-
bolisch. Im Unterschied zur Minimierung expliziter NBAs wird jedoch
nicht der Quotientenautomat berechnet, da dieser nicht durch dieselben
Strukturen wie der Ausgangsautomat beschrieben werden kann. Statt-
dessen wird der Reprédsentantenautomat des Ausgangsautomaten bzgl.
der verzogerten bzw. riickgerichteten vollsymbolischen k-Lookahead-
Simulation vollstandig symbolisch berechnet.

Ansonsten erfolgt die Minimierung vollsymbolischer NBAs analog zur
Minimierung expliziter und symbolischer NBAs. Daher gelten auch fiir
die vollsymbolische Minimierung die Hinweise zur Korrektheit aus Un-
terabschnitt 2.5.4.
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4 Realisierung des vollsymbolischen
Minimierungsframeworks

In diesem Kapitel werden wir die Realisierung des in Abschnitt 3.3 und
Abschnitt 3.6 entworfenen Minimierungsframeworks beschreiben.

Dafiir wird zuerst in Abschnitt 4.1 die Automaten- und Logikbiblio-
thek RltlConv beschrieben, in deren Kontext das vollsymbolische Mini-
mierungsframework implementiert wurde. Danach werden wir in Ab-
schnitt 4.2 die verschiedenen Alternativen fiir die Umsetzung vorstellen
und bewerten. Die Grundlagen fiir die gewihlte Realisierungsform wer-
den dann in Abschnitt 4.3 beschrieben. AbschliefSend beschreiben wir in
Abschnitt 4.4 die einzelnen Aspekte der Implementierung.

4.1 Die Automaten- und Logikbibliothek
RItIConv

In diesem Abschnitt beschreiben wir kurz die Automaten- und Logikbi-
bliothek RltlIConv, die die Umwandlung von verschiedenen Automaten-
modellen in verschiedene andere Modelle erlaubt. Zu den unterstiitzten
Automatenmodellen gehoren:

— Automaten auf endlichen Worten

* Nichtdeterministische endliche Automaten (NFA)
* Moore-Automaten

* Mealy-Automaten

- Zwei-Wege-Automaten auf endlichen Worten
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* Nichtdeterministische endliche Zwei-Wege-Automaten (2NFA)
* Alternierende Zwei-Wege-Mealy-Automaten
— Automaten auf unendlichen Worten

* Nichtdeterministische Biichi-Automaten (NBA)
* Alternierende Biichi-Automaten (ABA)

* Alternierende Paritiatsautomaten (APA)
- Zwei-Wege-Automaten auf unendlichen Worten

* Nichtdeterministische Zwei-Wege-Biichi-Automaten (2NBA)
* Alternierende Zwei-Wege-Biichi-Automaten (2ABA)
* Alternierende Zwei-Wege-Parititsautomaten (2APA)

Weiterhin unterstiitzt RltIConv verschiedene Logiken:

Reguldre Ausdriicke mit Vergangenheit

w-reguldre Ausdriicke mit Vergangenheit

Regulare Linearzeit-Temporallogik (RLTL)

Linearzeit-Temporallogik mit Vergangenheit (LTL)

Zudem enthilt die Bibliothek verschiedene Umwandlungen, die die Lo-
giken in andere Logiken iiberfithren oder in eines der unterstiitzten
Automatenmodelle {ibersetzen. So konnen beispielsweise w-regulére
Ausdriicke in RLTL iiberfithrt werden. Die RLTL-Formeln kénnen wie-
derum in alternierende Paritdtsautomaten iibersetzt werden.

Der Grundstein fiir die RltlIConv-Bibliothek wurde im Rahmen von
[Sch12] gelegt und seitdem in verschiedenen Arbeiten erweitert.
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4.1 Die Automaten- und Logikbibliothek RitIConv
4.1.1 Beschreibung der Scala-Plattform

Die Bibliothek wurde iiberwiegend in der Programmiersprache Scala!
entwickelt. Scala ist eine Mehrparadigmensprachen, das heifit, sie un-
terstiitzt imperative und funktionale Programmierstile. Auflerdem sind
alle Werte in Scala Objekte, auch primitive Datentypen und Funktio-
nen, daher ist Scala rein objektorientiert. Scala-Code wird auf der Java
Virtual Machine? (JVM) ausgefiihrt und ist vollstindig kompatibel zu
Java-Code, daher kénnen sowohl Java-Bibliotheken in Scala als auch
Scala-Bibliotheken in Java verwendet werden.

Fiir die Implementierung der verschiedenen Umwandlungen existieren
in RltlConv bereits Klassen- und Objektstrukturen, die fiir die Reprasen-
tation der verschiedenen Automaten geeignet sind. Dies begriindet, dass
auch das vollsymbolische Minimierungsframework in Scala implemen-
tiert wurde.

Die vorhandenen Klassen zur Modellierung der verschiedenen Auto-
maten werden im Folgenden vorgestellt. Wir werden die grafische Mo-
dellierungssprache Unified Modeling Language® (UML) zur Beschrei-
bung der Scala-Konstrukte verwenden und orientieren uns dabei an der
UML-Notation fiir Scala aus [Rac09, Anhang C], die UML um Mittel zur
Beschreibung von Scala-Sprachelementen erweitert, die standardmafig
nur unzureichend beschrieben werden konnen. Die Notation lasst sich
zusammenfassen zu:

— Alle nicht privaten Attribute definieren implizit Getter-Methoden.

— Generische Klassen werden mit abstrakten Typen annotiert. Die
Annotation verwendet die in Scala iibliche Notation.

— Traits werden durch abstrakte Klassen dargestellt, die zusatzlich
mit <<trait>> annotiert sind.

'www.scala-lang.org
’docs.oracle.com/javase/specs/
Swww.uml.org
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4 Realisierung des vollsymbolischen Minimierungsframeworks

— Scalas Singleton-Objekte werden durch Klassen mit dem
<<singleton>>-Stereotypen représentiert.

Zusitzlich bietet Scala noch das Konzept von Case-Klassen und -Objek-
ten. Das sind Klassen und Objekte, deren Konstruktorparameter 6ffent-
lich abrufbar sind und fiir die automatisch equals-, hashcode- und
unapply-Methoden auf Basis ihrer Konstruktorparameter erzeugt wer-
den. Dadurch kénnen sie fiir das sehr méchtige funktionale Sprachfeature
Pattern Matching verwendet werden. Pattern Matching erweitert die aus
Java bekannte swit ch-Anweisung und erlaubt so auch die Verwendung
von Objektstrukturen als Bedingungen. Die Case-Klassen ibernehmen
somit in Scala die Funktion von algebraischen Datentypen, wie sie aus
anderen funktionalen Programmiersprachen bekannt sind [Hud+07].
Wir werden Case-Klassen und -Objekte durch den UML-Stereotypen
<<datatype>> kenntlich machen.

4.1.2 Beschreibung der vorhandenen Bibliothek

RltIConv enthélt bereits unterschiedliche Klassen, die der Représentation
von Automaten, Zustanden und Eingabesymbolen dienen. Abbildung 4.1
zeigt eine Auswahl der grundlegenden Klassen. Die Klasse Automata
dient allen in RltlIConv enthaltenen Automatenmodellen als abstrakte Ba-
sisklasse. Da die verschiedensten Modelle enthalten sind, kann Automata
keine allgemeingiiltigen Attribute oder Methoden fiir alle Automaten-
Implementierungen vorschreiben und dient daher nur als sehr allge-
meiner abstrakter Ausgangspunkt fiir die entsprechenden Definitionen.
Die Klassen Automaton und AutomatonSpecular sind abstrak-
te Unterklassen von Automata und dienen der Beschreibung eines
Automaten oder eines Automatenpaares. Ein solches Automatenpaar
beinhaltet dann zwei sich gegenseitig ergdnzende Automaten zur Be-
schreibung bestimmter Eigenschaften.

Die Klassen State und DirectedState sind zwei Case-Klassen,
die der Reprasentation von Zustinden der Automaten dienen. Sie wer-
den von den spéter beschriebenen konkreten Automatenimplementie-
rungen verwendet. Die Klasse State reprisentiert einen einfachen
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Zustand, der nur durch einen Namen beschrieben wird. Dies reicht aus
um NBAs oder NFAs zu modellieren. Fiir die Modellierung von 2NFAs
oder 2NBA wird jedoch die Klasse DirectedState verwendet, da
sie den Zustand noch um eine Richtungsangabe fiir die Bewegung auf der
Eingabe erweitert. Diese Richtungsangaben werden durch die abstrakte
Direction-Klasse reprasentiert. Es existieren drei Case-Objekte als
Unterobjekte von Direction, die die drei Bewegungsmoglichkeiten
auf der Eingabe des Automaten kodieren.

Fir die Kodierung von Transitionsbedingungen in den expliziten Au-
tomatenmodellen werden die Unterklassen von Sign verwendet. Die
Klasse Epsilon kodiert e-Transitionen in den Automaten. Durch A11
werden Transitionen modelliert, die fiir alle Eingabesymbole aktiviert
werden konnen. Um einzelne Eingabesymbole zu kodieren, wird die
Klasse Text verwendet, die das Eingabesymbol als St ring-Attribut
speichert.

Abbildung 4.2 zeigt die konkreten Klassen, die zur Modellierung von
expliziten 2NBAs, 2NFAs und 2APAs in RltlConv verwendet werden.
Diese Automatenmodelle werden in der Bibliothek sehr nahe an den
mathematischen Definitionen der Automaten reprisentiert. So werden
die Transitionsfunktionen von Nba und Nfa durch eine Map realisiert,
die von einem Tupel aus einem Zustand und einem Zeichen auf eine
Liste von Zustdnden und einer Richtung abbildet. Der 2APA verwendet
stattdessen eine Map, die auf eine positive boolesche Kombination von
Zustianden und Richtungen abbildet.

4.2 Verschiedene alternative Ansatze fiir die
Realisierung des Minimierungsframeworks

In Abschnitt 3.3 und Abschnitt 3.6 wurde beschrieben, wie das in Ab-
schnitt 2.5 vorgestellte Minimierungsframework auf symbolische nicht-
deterministischen Biichi-Automaten iibertragen werden kann. In diesem
Abschnitt wollen wir die verschiedenen alternativen Ansitze fir die Rea-
lisierung dieses Minimierungsframeworks betrachten und bewerten.
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‘ Automata

T

Automaton

<<datatype>>
State

Automaton-
Specular

<<datatype>>

+name: String

+state

‘ Direction

DirectedState

- |
+direction

Abbildung 4.1: Klassendiagramm der Modellklassen fiir Automaten in
RltlConv. Diese Klassen und Objekte bilden die Grund-
lage fir die Reprasentation aller Automatenmodelle in

RltlIConv.
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4.2 Realisierungsalternativen

<<datatype>>
Nba

+alphabet: Set[String]
+states: List[State]
+start: List[State]
+transitions: Map[
(State, Sign),
List[DirectedState]]
+accepting: List[State]

<<datatype>>
Nfa

+alphabet: Set[String]
+states: List[State]
+start: List[State]
+transitions: Map[
(State, Sign),
List[DirectedState]]
+accepting: List[State]

N,

’ Automaton

|

[

<<datatype>>
Apa

+alphabet: Set[String]
+states: List[State]
+start: PosBool[State]
+transitions: Map|
(State, Sign),
PosBool[
DirectedState]]
+colors: Map([State, Int]

Abbildung 4.2: Das Klassendiagramm zeigt die Modellklassen der expli-
ziten 2NBA, 2NFA und APA in RltlConv.
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4 Realisierung des vollsymbolischen Minimierungsframeworks

4.2.1 Realisierung durch explizite Modellierung

Die erste Realisierungsmoglichkeit besteht darin, die in Abschnitt 3.3
verwendeten Methoden und Verfahren explizit zu modellieren. Dies
bedeutet insbesondere die Zustdnde und die Transitionen des Automaten
durch entsprechende Klassen- und Objekthierarchien zu beschreiben.
Dariiber hinaus miissen fiir die Berechnung der Vorganger-Operatoren
die Pfade der Lange k, die Spoiler wihlen kann, und die Pfade der Lange
m < k, die Duplikator wihlen kann, explizit beschrieben werden.

Dies bedeutet eine enorme Menge an Objektstrukturen, die in jeder Ite-
ration der Minimierung erneut aufgebaut werden muss und sich fiir jede
Auspragung der k-Lookahead-Simulation unterscheidet. Eine Wieder-
verwendung der bereits berechneten Pfadbeschreibungen wire daher
nicht méglich.

Ein weiterer Punkt, der gegen diese Realisierungform spricht, ist die
Abhiangigkeit der k-Lookahead-Simulationen von den -Transitionen des
Automaten. Die symbolischen Transitionsbedingungen des Automa-
ten mussten bei dieser Realisierungsform vollstandig materialisiert und
durch die Menge ihrer Belegungen ausgedriickt werden. Dies kdme fak-
tisch einer Ubersetzung eines SNBAs in einen expliziten NBA gleich.
Dadurch wiirde der Vorteil durch die Verwendung von SNBAs verloren

gehen.

4.2.2 Realisierung mithilfe von SAT-Solvern

Statt der expliziten Modellierung der Minimierungsverfahren erscheint
es aus oben genannten Griinden sinnvoller, symbolische Verfahren zur
Berechnung der Vorgianger-Operatoren zu verwenden. In Abschnitt 3.6
wurden bereits die Vorarbeiten zu dieser Form der Implementierung
geleistet, indem die Vorganger-Operatoren mithilfe von quantifizierter
Aussagenlogik ausgedriickt wurden.

Die symbolische Berechnung der Simulationsrelationen und der verschie-
denen Minimierungstechniken richtet sich nach dem Vorgehen aus dem
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symbolischen Model Checking [McM93]. Dabei wird das Verhalten der
betrachteten Systeme durch Transitionssysteme beschrieben. Diese Tran-
sitionssysteme wiederum werden gemeinsam mit den zu verifizierenden
Eigenschaften durch Formeln in verschiedenen Logiken ausgedriickt,
zum Beispiel auch durch aussagenlogische Formeln. Die Verifikation
des Systems basiert dann darauf, die resultierenden Formeln auf ihre
Erfullbarkeit zu priifen.

Verschiedene Verfahren zur symbolischen Berechnung von Systemabs-
traktionen werden in [LBC03] betrachtet. Dort werden Realisierun-
gen mit bindren Entscheidungsdiagrammen und mithilfe von SAT-Sol-
vern verglichen. In [Cla+05] wird beschrieben, wie der Einsatz von
SAT-Solvern bestehende symbolische Verifikationsverfahren verbessern
kann.

Die Realisierung auf Basis von SAT-Solvern st6f3t jedoch spatestens an
ihre Grenzen, wenn es um die Ausfithrung der Automaten auf Einga-
besequenzen geht. Da SAT-Solver standardméaf3ig nur die Erfiillbarkeit
einer aussagenlogischen Formel iiberpriifen, konnen durch sie keine nur
teilweise ausgewerteten Formeln bestimmt werden. Zudem verlangen
sie haufig die Eingabe der Formel in einem bestimmten Format, wie zum
Beispiel in konjunktiver Normalform.

4.2.3 Realisierung mithilfe von binaren
Entscheidungsdiagrammen

Statt der Realisierung auf Basis von SAT-Solvern wurde das vollsym-
bolische Minimierungsframework mithilfe von bindren Entscheidungs-
diagrammen (BDD) implementiert, da diese nicht die oben genannten
Einschrankungen aufweisen und ein BDD nach Umbenennung der Va-
riablen als Eingabe fiir andere Berechnungen dienen kann.

Ein binares Entscheidungsdiagramm beschreibt eine boolesche Funkti-
on durch einen gerichteten, azyklischen Graphen. Wir verwenden fiir
unsere Implementierung Reduced Ordered BDDs (ROBDD). ROBDDs
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4 Realisierung des vollsymbolischen Minimierungsframeworks

erweitern das Konzept von bindren Entscheidungsdiagrammen dahinge-
hend, dass eine Ordnung auf den Variablen der BDDs [Bry86] definiert
ist und isomorphe Teilgraphen identifiziert wurden [Bry92]. Da ROBDDs
die vorherrschende Variante von BDDs sind, werden wir sie auch kurz als
BDDs bezeichnen. Um eine effiziente Implementierung zu erhalten, wer-
den wir dartiber hinaus eine BDD-Bibliothek verwenden, die BDDs mit
geteilten Strukturen anbietet [BRB90], d. h. mehrere BDDs verwenden
dieselben Datenstrukturen zur Darstellung gleicher Teilgraphen.

In [Bry92] werden auch Verfahren zur symbolischen Reprasentation von
Mengen und Relationen beschrieben. Diese Verfahren werden wir in
Abschnitt 4.4 nutzen, um das vollsymbolische Minimierungsframework
zu implementieren. Dabei wird fiir jede Menge des Automaten und die
Transitionsfunktion ein BDD aufgebaut, der diese Mengen beschreibt.

4.3 Beschreibung der BDD-Bibliothek JavaBDD

In diesem Kapitel wird die Java-Bibliothek JavaBDD* beschrieben. Die
Bibliothek bietet eine objektorientierte API zur Manipulation von BDDs
und orientiert sich an der API von BuDDyS, einer BDD-Bibliothek fiir
die Sprache C.

JavaBDD ist so entworfen worden, dass es als Wrapper fiir verschiedene
andere BDD-Bibliotheken dienen kann, darunter

das bereits genannte BuDDy,

CUDD®,

CAL” und

- JDD8.

‘javabdd.sourceforge.net/

‘buddy . sourceforge.net
fvlsi.colorado.edu/~fabio/CUDD

’embedded. eecs.berkeley. edu/Research/cal_bdd/
8javaddlib.sourceforge.net/jdd/
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4.3 Beschreibung der BDD-Bibliothek JavaBDD

Auflerdem enthilt JavaBDD auch eine eigene, rein java-basierte Imple-
mentierung der BDD-Datenstrukturen und Algorithmen. Im Folgenden
wollen wir kurz die wichtigsten Klassen der Bibliothek aus Abbildung 4.3
vorstellen.

Wir beginnen mit der wichtigsten Klasse BDD, diese reprasentiert ei-
nen BDD innerhalb der Bibliothek und bietet Moglichkeiten, diesen zu
bearbeiten und mit anderen BDDs zu verrechnen. So kann durch die Me-
thoden var, high und 1ow der zugrunde liegende Entscheidungsbaum
vollstindig durchsucht werden. Neben den Methoden and, or und not
stehen noch weitere Methoden zur Verfiigung, die zwei BDDs mitein-
ander kombinieren und einen neuen BDD liefern, der das Ergebnis der
Operation beschreibt. Ein BDD kann durch exist bzw. forAll exis-
tentiell oder universell quantifiziert werden. Die Methode restrict
erlaubt es, bestimmte Variablen innerhalb eines BDDs auf konstante Wer-
te zu setzen. Durch replace koénnen ausgewahlte Variablen innerhalb
eines BDDs durch andere BDDs ersetzt werden. Dadurch ist es moglich,
die Variablen zu &dndern, von denen der BDD abhingig ist.

Die zweite Klasse, die wir betrachten, ist BDDFactory, die als zentrale
Schnittstelle fiir die Erzeugung und Manipulation von BDDs fungiert.
Bevor die Bibliothek verwendet werden kann, muss sie durch den Aufruf
von init initialisiert werden, dabei wird die initiale BDD-Knotenan-
zahl und Cache-Grofie tibergeben. Die Methode ithVar liefert einen
BDD, der genau die Variable mit dem iibergebenen Index beschreibt.
Durch universe und zero erhilt man den konstant wahren bzw.
konstant falschen BDD. Durch extDomain wird eine neue Représen-
tationsdoméne erzeugt, die bis zu size Elemente beschreiben kann.
Nach der Nutzung der Bibliothek wird diese durch Aufruf von done
deinitialisiert.

BDDPairing beschreibt Zuordnungen zwischen zwei Variablen bzw.
einer Variable und einem BDD. Diese werden benétigt, um Ersetzungen
von Variablen in BDDs vorzunehmen.

Die Klasse BDDDomain beschreibt eine Reprisentationsdoméne, iiber
deren Variablen die BDDs definiert werden. Wie bereits in Unterab-
schnitt 3.1.1 beschrieben, werden Reprasentationsdoméanen verwendet,
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um endliche Mengen symbolisch zu beschreiben. Die Methode ithvVar
liefert einen BDD zuriick, der den i-ten Wert der représentierten endli-
chen Menge kodiert, und durch set erhilt man ein BDDVarset, das
die Variablen der Domine enthilt.

Allgemeiner beschreibt ein BDDVarSet eine Menge von BDD-Variablen,
die an verschiedenen Stellen der Bibliothek verwendet werden. Durch
die Methoden intersect und union kénnen der Schnitt bzw. die
Vereinigung solcher Variablen-Mengen bestimmt werden.

4.4 Implementierung des vollsymbolischen
Minimierungsframeworks

Dieser Abschnitt beschreibt, wie das in Abschnitt 3.6 entwickelte Mini-
mierungsframework in Scala realisiert und in die in Abschnitt 4.1 be-
schriebene Logik- und Automaten-Bibliothek RltlConv integriert wurde.
Die Implementierung verwendet die im vorherigen Abschnitt beschrie-
bene BDD-Bibliothek.

Wie Abbildung 4.4 zu entnehmen ist, sind die bisher beschriebenen Au-
tomaten-Klassen innerhalb von RltlConv alle dem Paket automata
zugeordnet. Der Grof3teil, der in dieser Arbeit erstellten Implementie-
rung, wurde in dem Paket symbol1ic angesiedelt. Wir werden spater
noch genauer auf die einzelnen Klassen und Objekte aus symbolic
eingehen.

4.4.1 Modellklassen zur Automatenreprasentation

Wir werden in diesem Unterabschnitt zuerst die Klassen- und Objekt-
strukturen vorstellen, die zur Modellierung der symbolischen und voll-
symbolischen NBAs dienen.

Bei der Implementierung der theoretischen Konzepte wurde darauf geach-
tet, nach Méoglichkeit mit unveranderbaren Datenstrukturen zu arbeiten
und somit die Arbeit mit den Klassen zu vereinfachen.
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BDD

+var(): Int

+id(): BDD

+high(): BDD

+low(): BDD

+and(that: BDD): BDD
+or(that: BDD): BDD

+not(): BDD

+exist(var: BDDVarSet): BDD
+forAll(var: BDDVarSet): BDD
+restrict(var: BDD): BDD
+replace(pair: BDDPairing): BDD

O
<<use>>

I

L

BDDDomain

+name: String

+ithVar(var: Long): BDD
+set(): BDDVarSet

+var

N
~

", <<use>>
.

BDDPairing

+set(oldvar: Int, newvar: BDD)
+reset()

A
|
I
1
[
<<use>>
|
1
I
I

|

BDDFactory

<---- -
<<use>>

BDDVarSet

+intersect(b: BDDVarSet): BDDVarSet

+union(b: BDDVarSet): BDDVarSet

+init(nodeNum: Int, cacheSize: Int):
BDDFactory

+ithVar(var: Int): BDD

+universe(): BDD

+zero(): BDD

+extDomain(size: Long):
BDDDomain

+makePair(): BDDPairing

+done()

Abbildung 4.3: UML-Klassendiagramm fiir die wichtigsten Klassen der
BDD-Bibliothek JavaBDD.
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automata

symbolic
<<datatype>> Symbolic
’ aiomuion ‘Q SymbolicNba Algorithms
T \ IR <. +algorithms
<<dat: >> =
al\?ll;zpe <<datatype>> o FullySymbolic
FullySymbolicNba Algorithms
|
l
weitere Automaten v
booleanFormulas Minimization
Techniques

Abbildung 4.4: UML-Paketdiagramm zur groben Einordnung der im Rah-
men dieser Arbeit erstellten Klassenstrukturen.

Repriasentation aussagenlogischer Formeln

Wie in Unterabschnitt 3.1.2 beschrieben, werden die Transitionsbedin-
gungen in SNBAs durch aussagenlogische Formeln tiber einer Menge
von Variablen Vs beschrieben, daher wurden zuerst die Klassen und
Objekte aus Abbildung 4.5 erstellt. Diese beschreiben aussagenlogische
Formeln tiber einer Menge von Elementen und orientieren sich dabei an
der bereits vorhandenen Klassenhierarchie zur Modellierung positiver
boolescher Kombinationen.

Zentrales Element ist der Trait Bool, welcher verschiedene Metho-
den fiir alle implementierenden Klassen und Objekte vorschreibt, die
technischen Zwecken dienen. Boo1 ist durch den Typ-Parameter A pa-
rametrisiert, dies erlaubt es, aussagenlogische Formeln iiber beliebigen
Scala-Typen zu erzeugen. In der vorhandenen Implementierung wird
dies jedoch ausschliefilich fiir den St ring-Typen verwendet.

Die Case-Objekte True und False modellieren die beiden Konstanten
true bzw. false der aussagenlogischen Formeln. Sie binden beide den
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Typ-Parameter A der abstrakten Klasse Atom an den Typen Nothing.
Nothing stellt in Scala einen besonderen Typen dar, da er ein Unter-
typ jedes anderen Scala-Typen ist. Damit liegt er am anderen Ende des
Spektrums von Any, das, dhnlich wie Object in Java, Obertyp jedes
anderen Typen ist.

Die Case-Klasse E1 ement beschreibt ein einzelnes Element der zugrun-
deliegenden Menge P von Variablen. Die Case-Klassen Not, And und
Or modellieren die entsprechenden Operatoren der aussagenlogischen
Formeln. Die ihnen zugeordneten Kompagnon-Objekte bieten verschie-
dene Methoden zur Verarbeitung von Boo1l-Objekten an, die aus rein
technischen Griinden existieren.

Damit bleibt nur noch das Objekt SimpleBool zu beschreiben. Wih-
rend die bisher beschriebenen Klassen und Objekte ausschliellich dazu
dienen, einen abstrakten Syntaxbaum der aussagenlogischen Formeln zu
bilden, nehmen die Methoden in SimpleBool wihrend der Erzegung
bereits Vereinfachungen der Struktur vor. Dadurch werden bestimmte
algebraische Vereinfachungen bereits frithzeitig durchgefithrt. Dieses
Konzept ist aus anderen funktionalen Programmiersprachen auch als
,Smart Constructors” bekannt[Ada93].

Reprasentation von SNBAs und FSNBAs

Abbildung 4.6 zeigt die zur Modellierung von SNBAs und FSNBAs ver-
wendeten Klassen SymbolicNba und FullySymbolicNba. Zu-
satzlich ist auch noch einmal die Klasse Nba aufgefiihrt, die der Repra-
sentation expliziter 2NBAs dient. Vergleicht man die Struktur der drei
Klassen, so erkennt man sofort die Ahnlichkeiten.

Die Case-Klasse SymbolicNba stellt symbolische NBAs ganz dhnlich
der Klasse Nba dar. Die Attribute states, start und accepting
beschreiben die Zustande des Automaten durch St ate-Mengen. Statt
eines Alphabets wird eine sortierte Menge von Propositionen gespei-
chert. Daher beschreibt propositions die Repriasentationsdoméne
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’ BinaryOperator ‘
/—i—vother V\
<<singleton>> [~ | <<singleton>>
Or - And
} +other }
i <<hasA>> i <<hasA>>
— f———— —_— N
: <<datatype>>L1H§J <<datatype>>L4:/}J
<<singleton>> Or ‘ And
SimpleBool
+prop: Bool[A] +.1, /
+and: Bool[A] + 2 LA
+or: Bool[A] <<trait>> -~ +_1,
+not: Bool[A] el . s Bool ‘ + 2
<<hasA>>
<<bind>> + 1
<A — Nothing>
s - <<bind>>
! /V \7\ ﬁ: <A — Nothing>
<<datatype>> <<datatype>> . datatype>>‘t:':1}]
<<singleton>> <<singleton>> Not ‘
True False -
- | <<hasA>>
P+A, —
<<datatype>> L--- <<singleton>>
Element Not
+value: A

Abbildung 4.5: UML-Klassendiagramm fiir die Modellklassen, die aussa-
genlogische Formeln iiber einer Menge P aussagenlogi-
scher Variablen modellieren.

100



4.4 Implementierung des vollsymbolischen Minimierungsframeworks

Vs und fy wird durch das Attribut validPropositions beschrie-
ben. Die Transitionsfunktion § wird sehr direkt durch transitions
beschrieben. Das <<lazy>> Attribut complete liefert den Automa-
ten korrekt vervollstandigt. Es wurde ein <<lazy>> Attribut fir die
Realisierung verwendet, da ein Automat ohne weitere Parameter vervoll-
standigt werden kann, gleichzeitig aber nicht jeder Automat vollstindig
sein muss.

Wie bereits gesagt, verwendet die erstellte Realisierung die BDD-Biblio-
thek JavaBDD. Dies zeigt sich sehr deutlich in der Case-Klasse
FullySymbolicNba, die der Modellierung von FSNBAs dient. Die
drei Repréasentationsdominen Vo, V% und V(12 wurden direkt auf
BDDDomain abgebildet und die restlichen booleschen Funktionen fy,
fos f1: fs und fp wurden durch BoolFun1 bis Bool1Fun3 realisiert.

Die BoolFun Case-Klassen beschreiben boolesche Funktionen, wobei
die Quellmenge der booleschen Funktionen durch BDDDomains und
die Graphen der Funktionen durch BDD beschrieben werden. Da die
Verwendung von BDDs ein manuelles Speichermanagement notwendig
macht, implementieren die Case-Klassen das Java-Interface Closeable,
wodurch ihre Verwendung im Kontext von automatischem Ressourcen-
Management moglich wird. Genauso implementieren alle Datenstruktu-
ren, die auf ihnen aufbauen, das Closeable-Interface.

Da die BDD-Klassen in ihrem Kern verdnderbar sind, mussten bei der Im-
plementierung der Ful1ySymbolicNba-Klasse besondere Schritte
ergriffen werden, um die beiden Ansiatze zu vereinen. Dem ist auch
das Vorhandensein der Methode id geschuldet, die eine exakte Kopie
des Automaten zuriick liefert, die vollkommen unabhingig von dem
urspriinglichen Automaten ist. Auch die close-Methode lasst sich auf
die manuellen Speicherverwaltungsbediirfnisse zuriickfithren. Und auch
fir den FSNBA existiert ein complete-Attribut, das ganz analog zu
dem SNBA realisiert wurde.
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4 Realisierung des vollsymbolischen Minimierungsframeworks

+<<lazy>> complete

<<datatype>> ik

SymbolicNba

+propositions: SortedSet[String]
+validPropositions: Funl[
Bool[String], SortedSet[String], ]
+states: Set[State]
+start: Set[State]
+transitions: Map[
(State, State), Bool[String]]
+accepting: Set[State] <<datatype>>
Nba

+alphabet: Set[String]
A% +states: List[State]
Automaton & +start: List[State]
+transitions: Map|
(State, Sign),
List[DirectedState]]
+accepting: List[State]

<<datatype>>
FullySymbolicNba

+sigmaDomain: BDDDomain
+stateDomainZero: BDDDomain
+stateDomainOne: BDDDomain
+validSigma: BoolFunl
+validState: BoolFunl

+initial: BoolFun1

+transition: BoolFun3
+accepting: BoolFunl
+<<lazy>> edges: BoolFun2

+id(): FullySymbolicNba +<<lazy>> complete
+close()

Abbildung 4.6: UML-Klassendiagramm der Modellklassen zur Représen-
tation von SNBAs und FSNBAs. Zum Vergleich ist auch
die Modellklasse fiir NBAs dargestellt.
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4.4 Implementierung des vollsymbolischen Minimierungsframeworks

4.4.2 Klassenstruktur zur Realisierung der Algorithmen

Nachdem im vorherigen Unterabschnitt die Klassen zur Représentation
von Automaten vorgestellt wurden, werden wir in diesem Abschnitt
beschreiben, wie die in dieser Arbeit entworfenen Algorithmen imple-
mentiert wurden.

Beschreibung der automatenunabhangigen Algorithmen

Zunichst beschreiben wir die Klasse SymbolicAlgorithms und
das zugehorige Kompagnon-Objekt aus Abbildung 4.7, welche als zen-
trale Schnittstelle zur Minimierung von Automaten dienen. Da es vorge-
sehen ist, mehrere Automaten gleichzeitig bzw. direkt nacheinander zu
minimieren, wurde dieser Ansatz gewahlt. Dadurch kénnen die Initiali-
sierungsschritte des Minimierungsframeworks fiir die Minimierung ver-
schiedener Automaten wiederverwendet werden. Die Methode apply
erwartet daher die maximalen Kennwerte der zu minimierenden Automa-
ten, ihre Zustandsanzahl und die Reprasentationsvariablenanzahl sowie
den maximal betrachteten Lookahead. Als Ergebnis wird ein Objekt vom
Typ SymbolicAlgorithms zuriickgeliefert, das mit einer ausrei-
chenden Anzahl an korrekt dimensionierten Reprisentationsdoménen
initialisiert ist.

Zusitzlich enthalt das Kompagnon-Objekt noch verschiedene Hilfsme-
thoden: Die boolesche Funktion, die die transitive Hille einer Binarrela-
tion beschreibt, kann mithilfe von transitiveClosure berechnet
werden. Ebenso berechnet asymmetricRestriction die boole-
sche Funktion, die die asymmetrische Restriktion einer Binirrelation
beschreibt. Mithilfe der Methode fixPointFun2 wiederum kann
ein Fixpunkt einer Funktion berechnet werden, die eine zweistellige
boolesche Funktion verarbeitet und das Ergebnis zuriickliefert.

Ein Objekt vom Typ SymbolicAlgorithms halt wie bereits be-
schrieben die benoétigten Reprasentationsdoménen in seinen Attributen
vor. Auflerdem wird der maximal unterstiitzte Lookahead in dem Attribut
maxLookahead gespeichert.
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4 Realisierung des vollsymbolischen Minimierungsframeworks

MitcreateAutomatonSpecificAlgorithms wird ein Objekt
vom Typ FullySymbolicNbaAlgorithms erzeugt, das die Al-
gorithmen mit spezifischem Bezug zu einem bestimmten FSNBA imple-
mentiert.

Neben der Erzeugung von automatenspezifischen Algorithmensammlun-
gen ist die Klasse SymbolicAlgorithms auch fir die Berechnung
der verschiedenen vollsymbolischen Vorganger-Operatoren zustindig.
Hier ist exemplarisch nur die Methode CPreDirect aufgefiihrt, die
fiir einen FSNBA und den gewihlten Lookahead das Ergebnis des direk-
ten vollsymbolischen Vorgédnger-Operators CPrej?1i berechnet. Insgesamt
existieren finf dieser Methoden fiir die Berechnung der entsprechenden
Vorganger-Operatoren:

CPreBackward fir CPre}Dw

CPreDirect fir CPrej‘E1i

CPreDelayedOne fiir CPre}

CPreDelayedTwo fiir CPreJ%

CPreFair fur CPref

Weiterhin ist die Berechnung der k-Lookahead-Simulationen in
SymbolicAlgorithms angesiedelt. Auch hier ist exemplarisch nur
die Methode 1ookaheadRelDirect aufgefiihrt, die fiir einen FSN-
BA und den gewahlten Lookahead die zweistellige boolesche Funktion
berechnet, die die direkte k-Lookahead-Simulation E¥di auf dem voll-
symbolischen NBA beschreibt. Genauso existieren auch die Methoden

lookaheadRelBackward fiir CkPW,

lookaheadRelDirect firr <,

lookaheadRelDelayed fiir C%9€ und

lookaheadRelFair fiir CFF.
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4.4 Implementierung des vollsymbolischen Minimierungsframeworks

<<singleton>>
SymbolicAlgorithms

+transitiveClosure(fun: BoolFun2): BoolFun2
+asymmetricRestriction(rel: BoolFun2): BoolFun2
+fixPointFun2(func: BoolFun2 => BoolFun2)
(start: BoolFun2): BoolFun2
+apply(maxLookahead: Int, maxPropositions: Int,
maxStates: Int): SymbolicAlgorithms

T
1
1

| <<hasA>>
L4 FullySymbolic
SymbolicAlgorithms NbaAlgorithms
+maxLookahead: Int e
+bddFactory: BDDFactory L " <<use>>
+spoilerDomains: RepresentationDomains
+duplicatorDomains:

RepresentationDomains
+sigmaDomains: Seq[BDDDomain]
+stateDomains: Seq[BDDDomain]
+hatStateDomains: Seq[BDDDomain]

+createAutomatonSpecificAlgorithms():
FullySymbolicNbaAlgorithms

+CPreDirect(nba: FSNBA, lookahead: Int)
(fX: BoolFun2): BoolFun2

+lookaheadRelDirect(nba: FSNBA)
(lookahead: Int): BoolFun2

Abbildung 4.7: UML-Klassendiagramm der Algorithmenklassen, die die
in dieser Arbeit entworfenen Algorithmen implementie-
ren. Diese Abbildung zeigt nur die allgemeinen Klassen
fiir die Implementierung der vollsymbolischen Algorith-
men, der Rest ist in Abbildung 4.8 dargestellt.

105



4 Realisierung des vollsymbolischen Minimierungsframeworks

Beschreibung der automatenspezifischen Algorithmen

Wir beginnen mit der Beschreibung der zentralen Algorithmen-Klasse
FullySymbolicNbaAlgorithms, die alle Algorithmen und Ver-
fahren enthaélt, die spezifisch fiir vollsymbolische NBAs sind. Um die
Algorithmen zu implementieren, nutzt die Klasse einige der Mdglichkei-
ten, die die Klasse SymbolicAlgorithms bietet. Daher wird das
erzeugende Algorithmen-Objekt als Attribut gespeichert, da die Kor-
rektheit der Algorithmen nur gegeben ist, wenn sie auf denselben BDD-
Strukturen aufbauen. Um sicherzustellen, dass die produzierten BDDs
tiber den richtigen Reprasentationsdoméanen konstruiert werden, werden
diese zum fortlaufenden Abgleich in representationDomains
gespeichert. Die Case-Klasse RepresentationDomains dient aus-
schliefllich der strukturierten Speicherung dieser Doméanen.

Fiir alle enthaltenen Funktionen gilt, dass Zwischenergebnisse der Be-
rechnungen nach Méglichkeit zur Wiederverwendung gespeichert wer-
den. Dies ist einer der Griinde, warum die automatenspezifischen Algo-
rithmen in eine eigene Klasse ausgelagert wurden. Ein weiterer Grund
ist, dass so die Wiederverwendung der vollsymbolischen Vorganger-Ope-
ratoren aus SymbolicAlgorithms fiir die Minimierung anderer
vollsymbolischer Automatenmodelle erméglicht wird.

Ein symbolischer NBA wird durch representSymbolicNba in ei-
nen vollsymbolischen NBA umgewandelt, welcher durch die verschiede-
nen anderen Methoden verarbeitet wird. Zum Beispiel werden die toten
Zustande durch 1ivingAutomaton aus dem FSNBA entfernt. Der
vollsymbolische, gestutzte Automate aus Definition 3.19 wird durch die
Methode prunedAutomaton berechnet, quotientAutomaton
hingegen berechnet den vollsymbolischen Reprisentantenautomaten
aus Definition 3.22. Beide Methoden erwarten den Ausgangsautomaten
sowie die zu verwendende Relation als Parameter.

Die Riickiibertragung vom vollsymbolischen zum symbolischen NBA
bzw. zur expliziten Zustandsrelation auf Q x Q iibernehmen die Metho-
den toSymbolicNba und symbolicToExplicitRelation.
Damit bleiben nur noch die Methoden heavyK und 1ightK, diese
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4.4 Implementierung des vollsymbolischen Minimierungsframeworks

implementieren die Minimierungsverfahren Heavy-k und Light-k aus
Unterabschnitt 2.5.4.

Fur die Umsetzung dieser Verfahren nutzen sie die Klasse
MinimizationTechniques, die fiir jede, der in dieser Arbeit vor-
gestellten Techniken zur Minimierung von NBAs, ein Funktionsobjekt
enthilt, das diese Technik auf einen FSNBA anwendet. So beschreibt
die Funktion prune_id_atDiL zum Beispiel die Berechnung des ge-
stutzten Automaten beztglich P(id, <k-diy ynd quotient_tBwL die
Quotientenbildung beziiglich <¥P¥W_ Diese Funktionsobjekte wiederum
verwenden fiir die Durchfithrung der Technik die bisher beschriebenen
Algorithmen-Klassen.

Auflerdem bietet die Klasse noch die Methode chainTechniques
an, die eine beliebige Anzahl an Minimierungstechniken als Parameter
erwartet und als Ergebnis eine Minimierungstechnik liefert, die der
Verkettung aller tibergebenen Techniken entspricht. Ganz ghnlich ist die
Methode fixpoint gestaltet, jedoch berechnet diese zusitzlich noch
den Fixpunkt tiber den ibergebenen Techniken.

Durch die Umsetzung als Closures wird eine funktionale Realisierung
von Light-k wie in Listing 4.1 moglich. In Zeile 4 wird das Hilfsobjekt mit
den Minimierungstechniken fiir den gewahlten Lookahead erzeugt. Das
eigentliche Minimierungsverfahren wird in den Zeilen 7 bis 9 durch Ver-
kettung der Basistechniken definiert. In Zeile 11 wird dann das Verfahren
auf den FSNBA angewendet und das Ergebnis zuriickgegeben.

Die Implementierung von Heavy-k aus Listing 4.2 zeigt, dass die Basis-
techniken auch in anderer Kombination verkniipft werden kénnen. So
wird in Zeile 7 bis 13 das Verfahren als Fixpunkt iber der Verkettung der
Basistechniken definiert. Es wiare dadurch auch méglich, die Techniken
vollkommen neu zu kombinieren und verschiedene Minimierungsver-
fahren durch ihre Verschachtelung und Verkettung zu definieren.
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<<datatype>> <<datatype>>
SymbolicNba FullySymbolicNba
N /’1
<<use>>\‘\ ///<<use>>
FullySymbolicNbaAlgorithms <<datatype>>
Representation
+representSymbolicNba(nba: SNBA): FSNBA Domains
+livingAutomaton(nba: FSNBA): FSNBA +state0: BDDDomain
+prunedAutomaton(nba: FSNBA, +statel: BDDDomain
pruningRelation: BoolFuné): FSNBA +sigma0: BDDDomain
+quotientAutomaton(nba: FSNBA,
relation: BoolFun2): FSNBA T
+heavyK(nba: FSNBA)(lookahead: Int): FSNBA —representationDomains
+lightK(nba: FSNBA)(lookahead: Int): FSNBA .
+toSymbolicNba(nba: FSNBA): SNBA l—algorlthms
+symbolicToExplicitRelation(
function: BoolFun2): Set[(State, State)] Symbolic
Algorithms
N ‘\Yﬂgo
<<use>>
3
MinimizationTechniques
—lookahead: Int
+removeDead: (FSNBA = FSNBA)
+prune_id_atDiL: (FSNBA = FSNBA)
+prune_transient: (FSNBA = FSNBA)
+quotient_tBwL: (FSNBA = FSNBA) ,
—algorithms

+fixpoint(techniques: (FSNBA = FSNBA)[1..x]):
(FSNBA = FSNBA)

+chainTechniques(techniques: (FSNBA = FSNBA)[1..x]):
(FSNBA = FSNBA)

Abbildung 4.8: UML-Klassendiagramm der Algorithmenklassen, die die
in dieser Arbeit entworfenen Algorithmen implemen-
tieren. Diese Abbildung zeigt nur einen Teil der ver-
wendeten Klassen, der Rest ist in Abbildung 4.7 darge-
stellt. Die Typen SNBA und FSNBA sind als Alias fir
SymbolicNba und FullySymbolicNba zu ver-
stehen.
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Listing 4.1: Implementierung des Light-k Verfahrens

def lightK(nba: FullySymbolicNba) (lookahead:

12}

FullySymbolicNba = {
// Erzeugen der Minimierungstechniken
val techs = techniques(lookahead)

// Verketten der Techniken

val minimizer = techs.chainTechniques(
techs.removeDead,
techs.quotient_tDeL)

minimizer(nba) // Ergebnis bestimmen

Int):

Listing 4.2: Implementierung des Heavy-k Verfahrens

def heavyK(nba: FullySymbolicNba) (lookahead:

12

15

FullySymbolicNba = {
// Erzeugen der Minimierungstechniken
val techs = techniques(lookahead)

// Verketten der Techniken und Fixpunkt

val minimizer = techs.fixpoint(
techs.removeDead,
techs.prune_id_atDiL,

techs.prune_transient,
techs.quotient_tDeL,
techs.quotient_tBwL)

minimizer(nba) // Ergebnis bestimmen

Int):
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4.4.3 Verwendungsbeispiel der Implementierung

Im vorherigen Unterabschnitt haben wir beschrieben, wie die verschie-
denen Algorithmen als Klassen realisiert wurden. Darauf aufbauend
beschreiben wir in diesem Abschnitt, wie eine Minimierung durch das
Framework abléuft.

Abbildung 4.9 zeigt den allgemeinen Ablauf der Minimierung von zwei
SNBAs, dabei wurden aus Platzgriinden abkiirzende Typbezeichnungen
gewihlt. Wir gehen davon aus, dass diese bereits als Objekte snbal
und snba2 vom Typ SymbolicNba vorliegen. Weiterhin umfasst
die Reprisentationsdoméne V% von snba1l acht Variablen, wihrend
V2 nur zwei Variablen umfasst. Fiir Anzahl der Zustinde gilt wiederum
|Qq] = 4 und |Q,| = 14.

Um nun die beiden SNBAs zu minimieren, erzeugt der Nutzer zuerst
ein Objekt algorithms vom Typ SymbolicAlgorithms und
tibergibt den maximalen Lookahead, fiir den das Framework initialisiert
werden soll. Auflerdem wird die maximale Anzahl an Propositionen sowie
Zustanden ubergeben. Das algorithms-Objekt erzeugt ausgehend
von diesen Kennwerten die entsprechenden Reprasentationsdoménen,
sodass alle Propositionen und Zusténde reprisentiert werden kénnen.

Der Nutzer fordert ein Objekt algo1, das von da an die weitere Verar-
beitung des ersten SNBAs iibernimmt.

Zuerst wird der SNBA snbal mit representSymbolicNba in
einen FSNBA fsnbal uberfithrt. Der so erzeugte FSNBA wird durch
Ubergabe an heavyK minimiert, dabei kann ein beliebiger Lookahead
bis zum zuvor gewé#hlten maximalen Lookahead verwendet werden.
Die interne Verarbeitung der BDDs verwendet dann auch nur die ent-
sprechende Menge von Reprasentationsdoménen. Die Verarbeitung in-
nerhalb von heavyK &hnelt stark dem in Abbildung 4.10 beschriebe-
nen Ablauf von 1ightK. Das Ergebnis der Minimierung fsnba1Min
kann dann fiir andere Zwecke weiterverwendet werden oder durch
toSymbolicNba in algol wieder in einen SNBA iibertragen wer-
den.
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Nutzer

i create(1=3,p=8,5=14)_ algorithms: SymbAlgo

createAutSpecAlg()

algol > create algo1: FullyAlgo
e . >

representSymbolicNba(snbal) -

fsnbal: FSNBA
L create | =———————

fsnbal
heavyK(fsnbal)@) o | fonbaiMin: FSNBA
fsmbalMin_ G _____
done()
o 1

createAutSpecAlg()

algo? d create algo2: FullyAlgo
et . “’

fsnba2: FSNBA

fsnba2Min: FSNBA

Abbildung 4.9: Allgemeiner Ablauf der Minimierung von zwei SNBAs
snba1l und snba2. Diese werden erst in FSNBAs iiber-
fuhrt und dann getrennt minimiert.

Sind alle Schritte beziiglich snba1 durchgefithrt worden, so wird algo1
durch Aufruf von done deinitialisiert.

Die Minimierung des zweiten SNBAs erfolgt vollkommen analog. Das
Erzeugen von algorithms entfillt jedoch, da dieses Objekt bereits
erzeugt wurde und das Minimierungsframework noch initialisiert ist.

Nachdem wir den allgemeinen Ablauf der Minimierung beschrieben
haben, wollen wir auch exemplarisch den in Abbildung 4.10 dargestellten
Ablauf von 1ightK beschreiben. Wir gehen davon aus, dass durch
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fsnba ein beliebiger FSNBA beschrieben wird. Die Minimierung nach
dem Light-k Verfahren wird durch den Aufruf von 1ightK eingeleitet,
in diesem Beispiel wurde ein Lookahead von 2 gew4hlt.

Zuerst wird ein Hilfsobjekt techs erzeugt, dieses stellt, wie bereits
beschrieben, die verschiedenen Minimierungstechniken zur Verfiigung.
Durch chainTechniques werden diese verkettet und die Funkti-
on minimizer, die diese Techniken hintereinander ausfithrt, wird
erzeugt.

Danach wird die Funktion minimizer auf den FSNBA angewendet.
Fir die Berechnung des minimierten Automaten greift minimizer
wieder auf die Objekte algo und algos zuriick.

Die Minimierungstechnik removeDead entfernt mithilfe von
livingAutomaton die toten Zustande. Ausgehend davon berech-
net quotient_tDeL den Reprasentantenautomaten des lebendigen
Automaten. Dafiir wird zuerst die verzogerte 2-Lookahead-Simulation
in algos bestimmt. Die so berechnete Relation wird dann verwen-
det, um den Repriasentantenautomaten mit quotientAutomaton
zu bestimmen.
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‘ Nutzer algo: FullyAlgo ‘ algos: SymbAlgo
lightK(fsnba)k
create(algos, this, 2)k tec Techs
chainTechs(...)
> minimizer: Functionl
minimizer . ______
apply(fsnba)
removeDead
‘livingAutomaton(fsnba)
l fsnba0
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, N
[<Z 22! fsnba0
quotient_tDeL
_lookaheadRelDelayed(fsnbao, 2) i
M ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, rel
‘quotientAutomaton(fsnbaO, rel)
l fsnbal
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, N
[<Z 7' fsnbal
fsnbaMin=fsnbal _ . _________| ||
fsnbaMin_____ | L

Abbildung 4.10: Ablauf der Methode 11ghtK, die das Light-k Verfahren
implementiert. Aus Platzgriinden wurden abkiirzende
Schreibweisen verwendet.
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5 Zusammenfassung und Ausblick

Abschliefflend fassen wir noch einmal die in dieser Arbeit entwickelten
Automatenmodelle und die auf ihnen basierenden Minimierungsver-
fahren zusammen. Aufierdem bieten wir einen Ausblick auf mogliche
weiterfithrende Fragestellungen.

Zuerst wurden die symbolischen nichtdeterministischen Biichi-Automa-
ten als Erweiterung der bekannten expliziten Biichi-Automaten definiert.
Diese Form der NBAs lasst sich deutlich pragnanter beschreiben, als es
mit expliziten NBAs méoglich ist. Dadurch ergibt sich auch ihre besondere
Eignung fir die Beschreibung von Spezifikationen in der Verifikation von
Softwaresystemen und aulerdem kénnen mit ihrer Hilfe die c-reguldren
Sprachen zur Beschreibung von erwiinschtem und unerwiinschtem Sys-
temverhalten sehr prazise spezifiziert werden.

Um eine spitere Verarbeitung der Automaten zu erleichtern, wurden die
verschiedenen, in [CM13] beschriebenen, Simulationsrelationen, Tech-
niken und Methoden zur Minimierung von expliziten NBAs auf die
symbolischen nichtdeterministischen Biichi-Automaten iibertragen.

Da die Berechnung der k-Lookahead-Simulationen auf SNBAs eine Be-
trachtung der durch die Transitionen implizierten S-Transitionen not-
wendig macht und dies einer nachtraglichen Umwandlung in explizite
NBAs entspricht, wurden die vollsymbolischen nichtdeterministischen
Biichi-Automaten definiert. Nach der Ubertragung der Simulationsrela-
tionen und Minimierungstechniken auch auf dieses Automatenmodell
ermoglicht dies die effiziente symbolische Berechnung von minimierten
Biichi-Automaten, wie sie von den symbolischen Graph-Algorithmen
des symbolischen Model-Checkings bekannt ist.

Das wihrend dieser Arbeit entwickelte Minimierungsframework, wel-
ches auf FSNBAs basiert, wurde auflerdem in der Programmiersprache
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Scala implementiert. Die Implementierung nutzt binare Entscheidungs-
diagramme in Gestalt der BDD-Bibliothek JavaBDD zur Reprasentati-
on der quantifizierten aussagenlogischen Formeln, welche die Grund-
lage des Frameworks bilden. Zudem wurde die Implementierung in die
Automaten- und Logikbibliothek RltlIConv integriert.

Ausblick

Fir die Zukunft sind verschiedene weitere Schritte und Entwicklungen
moglich und wiinschenswert. So konnte in dieser Arbeit nicht ausrei-
chend untersucht werden, ob die wiederholten Pruning-Schritte des
Heavy-k Verfahrens sich auch wihrend der symbolischen Minimierung
des Automaten positiv auf die Berechnung auswirken. Da sich gleich-
artige Strukturen durch BDDs besonders kompakt beschreiben lassen,
sollte eine Abwandlung von Heavy-k untersucht werden, die eine Tran-
sition nur dann stutzt, wenn sich daraus ein strukturell einfacherer BDD
mit weniger Knoten ergibt. Eine weitere mogliche Abwandlung ist das
Hinzufiigen von Transitionen, wenn diese die akzeptierte Sprache nicht
verandern, aber gleichzeitig die Menge der BDD-Knoten verringert.

Weitere Verbesserungen der aktuellen Implementierung sollten die Rei-
henfolge, in der die Operationen auf den BDDs ausgefiihrt werden, naher
betrachten und eine optimale Abfolge der Ausfithrungen anstreben.

Die in der RltIConv implementierten Umwandlungen von Logiken in
Monitore basieren nicht nur auf den expliziten NBAs, sondern auch
auf den restlichen, in der Bibliothek enthaltenen, expliziten Automaten-
modellen, daher muss bisher nach der symbolischen Minimierung des
NBAs dieser wieder in einen expliziten NBA umgewandelt werden, um
ihn im weiteren Verlauf der Umwandlung verwenden zu kénnen. Um
die Vorteile der symbolischen Berechnung voll ausnutzen zu kénnen,
muss die symbolische Reprasentation der Transitionsbedingungen auf
weitere Automatenmodelle wie nichtdeterministische Automaten auf
endlichen Wortern, alternierende Buchi-Automaten und alternierende
Paritdtsautomaten ausgeweitet werden.
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Da die Berechnung der k-Lookahead-Simulationen nur Teilpfade der
Lange k betrachtet, sollte auch eine Implementierung mithilfe der aus
dem Bounded-Model-Checking bekannten SAT-Solver noch einmal auf
ihre Umsetzbarkeit tiberpriift werden.

Abschliefend kann die durchgehende Verwendung von Automatenmo-
dellen mit symbolischen Transitionsbedingungen in der Softwareveri-
fikation nur als wiinschenswert bezeichnet werden, da diese den expo-
nentiellen Blowup in Bezug auf die Anzahl der Transitionen zwischen
den Zustédnden vermeiden.
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